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Анотацiї

Андрiєнко Таїсiя Вiталiївна. Функцiя керованостi як час руху

для лiнiйних систем. Розглянуто спосiб побудови функцiї керованостi

як часу руху. Для двовимiрної та тривимiрної канонiчних систем розшире-

но множини параметрiв, для яких значення функцiї керованостi буде часом

руху довiльної точки в початок координат. Знайдено траєкторiї в загально-

му виглядi та для деяких початкових точок, в тому числi для параметрiв,

за яких рiвняння коробова має неєдиний розв’язок.

Ключовi слова: керованiсть; функцiя керованостi; функцiя керовано-

стi як час руху

Andriienko Taisiia. Controllability function as time of motion for

linear systems. The method for constructing the controllability function

as motion time is studied. For two- and three-dimensional canonical systems,

the parameter sets are extended. General trajectories are found, along with

specific ones for selected initial points. Cases with non-unique solutions of

the Korobov equation are also addressed.

Keywords: controllability; controllability function; controllability func-

tion as the time of movement
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Вступ

Одним iз ключових завдань теорiї керування є задача допустимого по-

зицiйного синтезу в деякому околi 𝑄 початку координат. Це завдання поля-

гає у побудовi керування 𝑢 = 𝑢(𝑥) для керованої системи диференцiальних

рiвнянь �̇� = 𝑓(𝑥, 𝑢), де 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑢 ∈ Ω ⊂ 𝑅𝑟. Керування має задовольняти

обмеження 𝑢 ∈ Ω i забезпечувати iснування розв’язку так, щоб траєкторiя

системи, яка починається з довiльної точки 𝑥0, досягала початку координат

за скiнченний час 𝑇 = 𝑇 (𝑥0).

Ця задача тiсно пов’язана iз задачами оптимального синтезу та стабi-

лiзацiї. У задачi оптимального синтезу керування 𝑢(𝑥) вибирається таким

чином, щоб час досягнення початку координат iз кожної точки був мiнi-

мальним. Її розв’язок описується рiвнянням Беллмана:

min
𝑢∈Ω

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝑇 (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝑖(𝑥, 𝑢)

)︃
= −1, (0.1)

розв’язання якого є досить складним. У задачi стабiлiзацiї обирається таке

керування 𝑢(𝑥), що розв’язок системи є асимптотично стiйким.

Для розв’язання задачi синтезу у 1979 роцi В. I. Коробовим було запро-

поновано метод функцiї керованостi, описаний у статтi [1] та розвинутий у

наступних роботах. Метод дозволяє визначити функцiю керованостi як час

руху з довiльної початкової точки до початку координат. У роботах [2, 3]

також було визначено множину керувань, якi вирiшують задачу синтезу.

У [4] запропоновано розширену множину керувань для двовимiрних кано-

нiчних систем.

У данiй роботi показано, що визначник матрицi 𝐹 може обертатися у
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нуль, а 𝐹 1 може змiнювати свiй знак. Визначено умови для параметрiв,

за яких керування залишається обмеженим, а траєкторiї системи досяга-

ють початку координат. Для двовимiрного та тривимiрного випадкiв побу-

довано траєкторiї, що забезпечують досягнення заданої початкової точки

початку координат. Показано, що можуть iснувати декiлька траєкторiй в

зв’язку з неєдинiстю iснування кореня.

У першому роздiлi викладено основи методу функцiї керованостi, а та-

кож сформульовано теореми та твердження, якi є основою для подальших

дослiджень.

У другому роздiлi роботи проведено аналiз загального алгоритму побу-

дови функцiї керованостi як часу руху. Сформульовано задачу визначення

множини параметрiв, за яких функцiя керованостi вiдповiдає часу руху до-

вiльної точки до початку координат. Наведено результати розв’язання цiєї

задачi для двовимiрних i тривимiрних систем, а також приклади реалiзацiї.



Роздiл 1

Метод функцiї керованостi

1.1. Постановка задачi синтезу

Однiєю з задач теорiї керування є задача допустимого позицiйного син-

тезу в деякому околi 𝑄 початку координат. Нехай

�̇� = 𝑓(𝑥, 𝑢) (1.1)

керована система диференцiальних рiвнянь, де 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑢 ∈ Ω ⊂ 𝑅𝑟. Задача

полягає у побудовi такого керування 𝑢 = 𝑢(𝑥), що задовольняє заданим

обмеженням 𝑢 ∈ Ω та такого, що iснує розв’язок та траєкторiя системи

�̇� = 𝑓(𝑥, 𝑢(𝑥)) (1.2)

з початком в довiльнiй точцi 𝑥0, потрапляє в початок координат за деякий

скiнченний час 𝑇 = 𝑇 (𝑥0).

Зауважимо, оскiльки через початок координат проходить нескiнченна

кiлькiсть траєкторiй системи (1.1) i час руху по кожнiй iз них скiнчений,

то права частина рiвняння не може задовольняти умовам теореми єдиностi.

Для розв’язання поставленої задачi в 1979 роцi Коробовим В.I. було

запропоновано метод функцiї керованостi [1].
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1.2. Метод функцiї керованостi

Для автономних керованих систем вигляду (1.1) вiрною є наступна тео-

рема [1]:

Теорема 1.1. Розглянемо керований процес, що описується рiвнянням

(1.1), де 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ Ω ⊂ R𝑟, вектор функцiя 𝑓(𝑥, 𝑢) в кожнiй точцi областi

{(𝑥, 𝑢) : 0 < 𝜌1 ≤ ||𝑥|| ≤ 𝜌2, 𝑢 ∈ Ω} задовольняє умовi Лiпшиця

‖𝑓(𝑥′, 𝑢′)− 𝑓(𝑥′′, 𝑢′′)‖ ≤ 𝐿1(𝜌1, 𝜌2)(‖𝑥′′ − 𝑥′‖+ ‖𝑢′′ − 𝑢′‖).

Нехай iснує функцiя Θ(𝑥), яка задовольняє умовам:

1. Θ(𝑥) ≥ 0 при 𝑥 ̸= 0 i Θ(0) = 0;

2. Θ(𝑥) неперервна всюди i неперервно диференцiйовна всюди крiм, мо-

жливо точки 𝑥 = 0;

3. iснує число 𝑐 > 0 таке, що множина Q = {𝑥 : Θ(𝑥) ≤ 𝑐} є обмеженою

i Q ⊂ {𝑥 : ‖𝑥‖ < 𝑅};

4. iснує функцiя 𝑢(𝑥) ∈ Ω при 𝑥 ∈ Q, яка задовольняє нерiвностi

Θ̇ =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕Θ(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝑖(𝑥, 𝑢(𝑥)) ≤ −𝛽Θ1− 1

𝛼 (𝑥)

при деяких 𝛼 > 0 i 𝛽 > 0, причому 𝑢(𝑥) в кожнiй областi 𝐾(𝜌1, 𝜌2) ≤

{𝑥 ∈ Q : 0 < 𝜌1 ≤ ‖𝑥‖ ≤ 𝜌2} задовольняє умовi Лiпшиця, тобто

‖𝑢(𝑥′′)− 𝑢(𝑥′)‖ ≤ 𝐿2(𝜌1, 𝜌2)‖𝑥′′ − 𝑥′‖ ∀ 𝑥′, 𝑥′′ ∈ 𝐾(𝜌1, 𝜌2),

причому 𝐿2(𝜌1, 𝜌2) → +∞ при 𝜌1 → 0.

Тодi траєкторiя 𝑥(𝑡) системи �̇� = 𝑓(𝑥, 𝑢(𝑥)), з початком в довiльнiй точцi
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𝑥0 ∈ Q в момент часу 𝑡 = 0, потрапляє в точку 𝑥1 = 0 в деякий момент

часу 𝑇 (𝑥0) ≤ (𝛼/𝛽)Θ
1
𝛼 (𝑥0), 𝑥(𝑡) ∈ Q, 𝑥(𝑡) = 0 при 𝑥(𝑡) = 0 при 𝑡 > 𝑇 (𝑥0),

причому, якщо 𝛼 = ∞, то 𝑥(𝑡) → 0 при 𝑡 → ∞.

Функцiя Θ(𝑥) називається функцiєю керованостi i є аналогом функцiї

Ляпунова, умови 1-3 даної теореми збiгаються з умовами теореми Ляпу-

нова про асимптотичну стiйкiсть. Зауважимо, що виконання умови 4 при

𝛼 > 0 забезпечує скiнченнiсть часу потрапляння довiльної точки в початок

координат. Якщо 𝛼 = ∞ функцiя Θ(𝑥) буде функцiєю Ляпунова отриманої

системи.

У випадку коли 𝛼 = 𝛽 = 1, а замiсть нерiвностi виконується рiвнiсть,

тобто
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕Θ(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝑖(𝑥, 𝑢(𝑥)) = −1, (1.3)

функцiя керованостi Θ(𝑥) буде часом руху 𝑇 (𝑥) iз довiльної точки в поча-

ток координат.

Якщо крiм цього 𝑢(𝑥) така, що виконується рiвняння Беллмана:

min
𝑢∈Ω

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕Θ(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝑖(𝑥, 𝑢)

)︃
=

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕Θ(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝑖(𝑥, 𝑢(𝑥))

)︃
= −1, (1.4)

функцiя Θ(𝑥) буде також часом швидкодiї.
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1.3. Розв’язок задачi синтеза для канонiчної систе-

ми

Розглянемо систему ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�̇�1 = 𝑥2,

�̇�2 = 𝑥3,

...

�̇�𝑛−1 = 𝑥𝑛,

�̇�𝑛 = 𝑢,

(1.5)

з обмеженням на керування |𝑢| ≤ 𝑑. Будемо називати цю систему кано-

нiчною. Дана система є центральною в методi, що розглядається. Для ка-

нонiчної системи розв’язок задачi синтезу може бути знайдений у всьому

просторi R𝑛 i розв’язання задачi синтезу для довiльної лiнiйної системи

може бути зведено до розв’язання задачi для канонiчної.

Коротко приведемо метод розв’язання задачi синтезу для канонiчної си-

стеми [1]. Оберемо допомiжне керування 𝑢1(𝑥) = 𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + ...𝑎𝑛𝑥𝑛 =

(𝑎, 𝑥) таке, щоб нульовий розв’язок системи �̇� = 𝐴𝑥 + 𝑏𝑢 = 𝐴1𝑥 був асим-

птотично стiйким. В цьому випадку для даної системи iснує деяка функцiя

Ляпунова 𝑉 (𝑥), яку можна записати у виглядi деякої додатно визначеної

квадратичної форми:

𝑉 (𝑥) = (𝐹𝑥, 𝑥). (1.6)

Функцiю керованостi Θ(𝑥) в кожнiй точцi 𝑥 ̸= 0 задамо як додатний

розв’язок рiвняння

2𝑎0Θ = (𝐹 (Θ)𝑥, 𝑥), (1.7)
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де 𝑎0 поки що довiльне додатне число, (𝐹 (Θ)𝑥, 𝑥) = (𝐷(Θ)𝐹𝐷(Θ)𝑥, 𝑥).

𝐷(Θ) = diag
(︁
Θ−𝑚+𝑛−2𝑖+1

2𝛼

)︁𝑛
𝑖=1

а числа 𝑚 ∈ N, 𝛼 ≥ 1 обираються так, щоб матриця

𝐹 𝛼 ≡ 𝐹 −𝐻𝛼𝐹 − 𝐹𝐻𝛼 =

(︂(︂
1 +

𝑛+𝑚− 𝑖− 𝑗 + 1

𝛼

)︂
𝑓𝑖𝑗

)︂𝑛

𝑖,𝑗=1

,

де 𝐻𝛼 = diag

(︂
−𝑚+ 𝑛− 2𝑖+ 1

2𝛼

)︂𝑛

𝑖=1

,

була додатно визначеною.

Таким чином вiдмiтимо, що на вiдмiну вiд функцiї Ляпунова, що шука-

ється в явному виглядi, функцiя керованостi в кожнiй точцi задається як

розв’язок неявного рiвняння.

Виконання описаних вище умов гарантує iснування та єдинiсть додатно-

го кореня Θ0 функцiї

Φ(Θ, 𝑥) = 2𝑎0Θ− (𝐷(Θ)𝐹𝐷(Θ)𝑥, 𝑥)

для довiльного 𝑥 = 𝑥0 та додатнiсть похiдної цiєї функцiї в точцiΘ0. З цього

та з теореми про неявну функцiю випливає неперервнiсть та неперервна

диференцiйовнiсть при 𝑥 ̸= 0 функцiї Θ(𝑥).

Зауважимо, що окрiм додатного дана функцiя має також єдиний

вiд’ємний корiнь.

Керування 𝑢(𝑥), що є розв’язком задачi синтезу, матиме наступний ви-

гляд

𝑢(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖𝑥𝑖

Θ
𝑛−𝑖+1

𝛼 (𝑥)
. (1.8)

Для виконання заданих обмежень число 𝑎0 обирається так, щоб виконува-

лась умова: 0 <
√︀
2𝑎0(𝐹−1𝑎, 𝑎) ≤ 𝑑.
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З вигляду 𝑢(𝑥) видно, що функцiя керованостi також входить у керу-

вання. Тому для знаходження конкретної траєкторiї з початком в точцi 𝑥0

необхiдно знайти розв’язок рiвняння (1.7) Θ(𝑥0), та чисельно розв’язати

задачу Кошi розмiрностi 𝑛+ 1:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�̇�1 = 𝑥2,

�̇�2 = 𝑥3,

...

�̇�𝑛−1 = 𝑥𝑛,

�̇�𝑛 = 𝑢(𝑥),

Θ̇ =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕Θ(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝑖(𝑥, 𝑢(𝑥)).

(1.9)



Роздiл 2

Функцiя керованостi як час руху

2.1. Побудова функцiї керованостi як часу руху

Як уже було зазначено вище, для скiнченностi часу руху має виконува-

тись оцiнка:

Θ̇ =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕Θ(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝑖(𝑥, 𝑢(𝑥)) ≤ −𝛽Θ1− 1

𝛼 (𝑥) (2.1)

Частинним випадком цiєї нерiвностi є рiвняння при 𝛼 = 𝛽 = 1

Θ̇ =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕Θ(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝑖(𝑥, 𝑢(𝑥)) = −1 (2.2)

У цьому випадку функцiя керованостi є часом руху iз точки 𝑥 у початок

координат.

Розглянемо канонiчну систему з обмеженнями на керування |𝑢| ≤ 𝑑. Як

i в основному методi, оберемо керування у виглядi

𝑢(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖𝑥𝑖
Θ𝑛−𝑖+1(𝑥)

. (2.3)

Позначимо 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛)
*, 𝑎𝑖 < 0.

А функцiя керованостi при 𝑥 ̸= 0 визначена як єдиний додатнiй корiнь

рiвняння

2𝑎0Θ = (𝐷(Θ)𝐹𝐷(Θ)𝑥, 𝑥)

де 𝐷(Θ) = 𝑑𝑖𝑎𝑔(Θ−−2𝑛−2𝑖+1
2 )𝑛𝑖=1, матриця 𝐹 = {𝑓𝑖𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1, а 𝑎0 > 0 буде

12
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обиратися так, щоб виконувались обмеження на керування. Значення для

𝑎0 виражається [1] з рiвняння 2𝑎0 =
1

(𝐹−1𝑎, 𝑎)
. Якщо 𝑥 = 0, покладемо

Θ(𝑥) = 0.

Покладемо 𝑦(Θ, 𝑥) = 𝐷(Θ)𝑥. Тодi функцiя керованостi задовiльняє

2𝑎0Θ(𝑥) = (𝐹𝑦(Θ(𝑥), 𝑥), 𝑦(Θ(𝑥), 𝑥)). (2.4)

Похiдна функцiї керованостi має вигляд

Θ̇(𝑥) =
((𝐹 (𝐴0 + 𝑏0𝑎

*) + (𝐴0 + 𝑏0𝑎
*)*𝐹 ) 𝑦(Θ(𝑥), 𝑥), 𝑦(Θ(𝑥), 𝑥))

((𝐹 −𝐻𝐹 − 𝐹𝐻)𝑦(Θ(𝑥), 𝑥), 𝑦(Θ(𝑥), 𝑥)))
,

тобто

Θ̇(𝑥) =
𝐹 (𝐴0 + 𝑏0𝑎

*) + (𝐴0 + 𝑏0𝑎
*)*𝐹

𝐹 −𝐻𝐹 − 𝐹𝐻
, (2.5)

де 𝑏0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

...

0

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝐴0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 ... 0

0 0 1 ... 0

... ... ... ... ...

0 0 0 ... 1

0 0 0 ... 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝐻 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(−2𝑛− 2𝑖+ 1

2
)𝑛𝑖=1.

Матриця 𝐹 1 = 𝐹 −𝐻𝐹 − 𝐹𝐻 має наступний вигляд

𝐹 1 = ((2𝑛+ 2− 𝑖− 𝑗)𝑓𝑖𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1. (2.6)

Прирiвнявши вираз для похiдної (2.5) до -1, отримаємо матричне рiвня-

ння

𝐹 (𝐴0 + 𝑏0𝑎
*) + (𝐴0 + 𝑏0𝑎

*)*𝐹 + 𝐹 1 = 0. (2.7)

Наша задача полягає в тому, щоб обрати матрицю 𝐹 i вектор-стовпець

𝑎 так, щоб виконувалась матрична рiвнiсть. Тодi функцiя керованостi Θ(𝑥)

буде часом руху iз точки 𝑥 у початок координат.

Ця задача розглядалась в роботах [2, 3], там було видiлено окремий ви-
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падок, коли матриця 𝐹−1 мала подання у виглядi 𝐹−1 = 𝐷𝑛𝐶𝐷𝑛. Причому

матриця 𝐶 - Ганкелева матриця 𝐶 = (𝑐𝑖+𝑗)
𝑛−1
𝑖,𝑗=0, а 𝐷𝑛 = 𝑑𝑖𝑎𝑔((−1)𝑛−𝑖/(𝑛−

𝑖)!)𝑛𝑖=1. В роботi [7] розглядався клас функцiй керованостi без обмежень на

вигляд 𝐹−1, але накладалися двi додатковi умови на додатну визначенiсть

матриць 𝐹 та 𝐹 1 [1]. В нашiй роботi не вимагається додатна визначенiсть

матрицi 𝐹 та 𝐹 1, знаменник може обертатись в нуль. Крiм того, умова

додатностi накладається лише на дiагональнi елементи матрицi 𝑓𝑖𝑖 > 0.

Ця умова є достатньою умовою iснування щонайменш одного додатного

розв’язку. В зв’язку з тим, що ми не вимагаємо додатну визначенiсть ма-

трицi 𝐹 1, знаменник може змiнювати свiй знак i рiвняння вiдносно Θ може

мати бiльше нiж один додатнiй корiнь.

Розглянемо алгоритм побудови функцiї керованостi. Будуємо систему

рiвнянь (2.7) та виписуємо матрицю 𝑚 системи. Для iснування нетривiаль-

ного рiшення необхiдно i достатньо, щоб визначник 𝑚 дорiвнював нулю. З

цього рiвняння можемо отримати умови, з яких визначається один iз пара-

метрiв 𝑎𝑖. Пiдставляємо вiдомi параметри в систему рiвнянь та розв’язуємо

її. Отримуємо матрицю 𝐹 , зауважимо, що вона не обов’язково буде додатно

визначеною. Щоб знайти оцiнки для параметрiв 𝑎𝑖, зведемо систему (1.5)

до рiвняння Ейлера (Θ0−𝑡)𝑛𝑥
(𝑛)
1 −(Θ0−𝑡)𝑛−1𝑎𝑛𝑥

(𝑛−1)
1 − ...−𝑎1𝑥1 = 0. Знахо-

димо характеристичне рiвняння та його коренi. Рiвняння можна отримати,

якщо шукати розв’язок у виглядi 𝑥1(𝑡) = (Θ0 − 𝑡)𝜆. Отриманi значення 𝑥𝑖

пiдставляємо у вираз для 𝑢. Для обмеженостi керування маємо обирати

параметри так, щоб не було дiлення на значення близькi до нуля. Звiдси

отримуємо, що дiйснi частини коренiв характеристичного рiвняння мають

бути бiльшi за 𝑛. Тодi траєкторiя системи переводить задану початкову

точку в початок координат та обмеження на керування виконано. З цiєї

умови i отримуються оцiнки на параметри 𝑎𝑖.
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Далi виписуємо рiвняння (2.4) вiдносно Θ(𝑥) та розв’язуємо його для

обраної початкової точки. Перейдемо до двовимiрного i тривимiрного ви-

падкiв та розглянемо такi приклади, де не виконано умови додатної ви-

значеностi але траєкторiя переводить задану початкову точку в початок

координат.

2.1.1. Двовимiрний випадок

Розглянемо рiшення задачi синтезу. Система має вигляд⎧⎪⎨⎪⎩�̇�1 = 𝑥2,

�̇�2 = 𝑢.

(2.8)

𝐹 =

⎛⎝𝑓11 𝑓12

𝑓12 𝑓22

⎞⎠ , 𝐹 1 =

⎛⎝4𝑓11 3𝑓12

3𝑓12 2𝑓22

⎞⎠ , 𝐴1 =

⎛⎝ 0 1

𝑎1 𝑎2

⎞⎠ .

Рiвняння 𝐹𝐴1 + 𝐴*
1𝐹 + 𝐹 1 = 0 має вигляд⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2𝑓11 + 𝑎1𝑓12 = 0,

𝑓12 + (𝑎2 + 1)𝑓22 = 0,

𝑓11 + (𝑎2 + 3)𝑓12 + 𝑎1𝑓22 = 0.

Виписуємо матрицю цiєї системи

𝑚 =

⎛⎜⎜⎜⎝
2 𝑎1 0

1 3 + 𝑎2 𝑎1

0 1 1 + 𝑎2

⎞⎟⎟⎟⎠ . (2.9)

Для iснування нетривiального розв’язку необхiдно i достатньо, щоб ви-

значник матрицi 𝑚 дорiвнював нулю. Тобто 2𝑎22− 𝑎1𝑎2− 3𝑎1+8𝑎2+6 = 0.

Отримуємо два розв’язки цього рiвняння 𝑎2 = −3 та 𝑎2 =
1

2
(𝑎1 − 2).
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Розглянемо випадок, коли 𝑎2 =
1

2
(𝑎1 − 2). Система має розв’язок

𝐹 =

⎛⎜⎝ 𝑓11 −2𝑓11
𝑎1

−2𝑓11
𝑎1

4𝑓11
𝑎21

⎞⎟⎠ . (2.10)

Зауважимо, що визначник матрицi 𝐹 дорiвнює нулю.

Зводимо систему до рiвняння Ейлера (Θ0−𝑡)2�̈�1−𝑎2(Θ0−𝑡)�̇�1−𝑎1𝑥1 = 0.

Шукаємо розв’язок у виглядi 𝑥1(𝑡) = (Θ0− 𝑡)𝜆 та знаходимо характеристи-

чне рiвняння 𝜆(𝜆 − 1) + 𝑎2𝜆 − 𝑎1 = 0. Для параметра 𝑎2 =
1

2
(𝑎1 − 2) воно

має два коренi 𝜆1 = 2 та 𝜆2 = −𝑎1
2
.

Маємо вираз для 𝑥1 та 𝑥2

𝑥1(𝑡) = 𝑐1(Θ0 − 𝑡)2 + 𝑐2(Θ0 − 𝑡)−
𝑎1
2 ,

𝑥2(𝑡) = −2𝑐1(Θ0 − 𝑡) +
𝑎1
2
𝑐2(Θ0 − 𝑡)−

𝑎1
2 −1.

Випишемо керування даної системи 𝑢 =
𝑎1𝑥1

(𝜃0 − 𝑡)2
+

𝑎2𝑥2
(𝜃0 − 𝑡)

. Пiдставля-

ємо отриманi вирази для 𝑥1 та 𝑥2 i отримуємо

𝑢 = (𝑎1 + 2𝑎2)𝑐1 + 𝑎1𝑐2(1−
𝑎2
2
)(𝜃0 − 𝑡)−

𝑎1
2 −2.

Для обмеженостi 𝑢 множник (𝜃0− 𝑡)−
𝑎1
2 −2 має бути у чисельнику, бо вiн

прямує до нуля, коли 𝑡 наближується до 𝜃0. Це виконується за умови, що

−𝑎1
2

≥ 2, отримуємо оцiнку 𝑎1 < −4. Випадок, коли 𝑎1 = −4 розглянемо

окремо. Константи 𝑐1 та 𝑐2 знаходимо з початкових умов

𝑐1 =
𝑎1𝑥10 − 2𝑥20Θ0

(𝑎1 + 4)Θ2
0

, 𝑐2 =
4𝑥10 + 2𝑥20Θ0

(𝑎1 + 4)Θ
−𝑎1/2
0

Пiдставляємо та отримуємо керування
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𝑢 =
2𝑎1𝑥10

(𝑎1 + 4)Θ2
0

− 4𝑥20
(𝑎1 + 4)Θ0

+
Θ

𝑎1/2
0 𝑎1(𝑎1 + 2)(2𝑥10 +Θ0𝑥20)

2(𝑎1 + 4)
(𝜃0 − 𝑡)−

𝑎1
2 −2.

Залишається знайти значення 𝜃0, для цього виписуємо рiвняння (2.4) та

розв’язуємо його для обраної початкової точки.

Також розглянемо випадок, коли 𝑎1 = −4. Тодi 𝜆 = 2 корiнь кратностi

два.

Рiвняння траєкторiї

𝑥1(𝑡) = (𝑐1 + 𝑐2 ln(Θ0 − 𝑡))(Θ0 − 𝑡)2,

𝑥2(𝑡) = −(2𝑐1 + 𝑐2 + 2𝑐2 ln(Θ0 − 𝑡))(Θ0 − 𝑡).

Керування

𝑢 = 2𝑐1 + 𝑐2(3 + 2 ln(Θ0 − 𝑡))

З початкових умов

𝑐1 =
𝑥10 + (2𝑥10 +Θ0𝑥20) lnΘ0

Θ2
0

, 𝑐2 = −2𝑥10 +Θ0𝑥20
Θ2

0

,

𝑢 = 2
𝑥10 + (2𝑥10 +Θ0𝑥20) lnΘ0

Θ2
0

− 2𝑥10 +Θ0𝑥20
Θ2

0

(3 + 2 ln(Θ0 − 𝑡)).

Через доданок ln(Θ0− 𝑡) керування не може бути обмеженим. Аргумент

логарифму прямує до нуля, тому керування прямуватиме до нескiнченно-

стi.

Розглянемо випадок 𝑎2 = −3. Система (2.9) має розв’язок

𝐹 =

⎛⎜⎝ 𝑓11 −2𝑓11
𝑎1

−2𝑓11
𝑎1

−𝑓11
𝑎1

⎞⎟⎠ . (2.11)
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Визначник матрицi 𝐹 дорiвнює −(
1

𝑎1
+ 1)

1

𝑎1
𝑓 2
11.

Характеристичне рiвняння 𝜆(𝜆− 1) + 𝑎2𝜆− 𝑎1 = 0 при 𝑎2 = −3 має два

коренi 𝜆1,2 = 2±
√
4 + 𝑎1.

Розв’язок системи

𝑥1(𝑡) = 𝑐1(Θ0 − 𝑡)2+
√
4−𝑎1 + 𝑐2(Θ0 − 𝑡)2+

√
4+𝑎1,

𝑥2(𝑡) = −(2−
√
4 + 𝑎1)𝑐1(Θ0 − 𝑡)1−

√
4+𝑎1 − (2 +

√
4 + 𝑎1)𝑐2(Θ0 − 𝑡)1+

√
4+𝑎1.

Керування

𝑢 = (𝑎1+3(2−
√
4 + 𝑎1))𝑐1(Θ0−𝑡)−

√
4+𝑎1+(𝑎1+3(2+

√
4 + 𝑎1))𝑐2(Θ0−𝑡)

√
4+𝑎1

З початкових умов

𝑐1 =
(2 +

√
4 + 𝑎1)𝑥10 +Θ0𝑥20

2
√
4 + 𝑎1Θ

2−
√
4+𝑎1

0

, 𝑐2 =
(−2 +

√
4 + 𝑎1)𝑥10 −Θ0𝑥20

2
√
4 + 𝑎1Θ

2+
√
4+𝑎1

0

,

𝑢 =
(𝑎1 + 3(2−

√
4 + 𝑎1))(2 +

√
4 + 𝑎1)𝑥10 +Θ0𝑥20

2
√
4 + 𝑎1Θ

2−
√
4+𝑎1

0

(Θ0 − 𝑡)−
√
4+𝑎1+

+
(𝑎1 + 3(2 +

√
4 + 𝑎1))(−2 +

√
4 + 𝑎1)𝑥10 −Θ0𝑥20

2
√
4 + 𝑎1Θ

2+
√
4+𝑎1

0

(Θ0 − 𝑡)
√
4+𝑎1

Аналогiчно траєкторiя системи потрапляє в нуль та керування є обме-

женим, за умови, що дiйснi частини коренiв бiльшi або рiвнi двом. Тобто

±
√
4 + 𝑎1 ≥ 0. Отримуємо оцiнку 𝑎1 < −4. Значення 𝑎1 = −4 було розгля-

нуто ранiше, тому вiдкидається.

На вiдрiзку −9

2
< 𝑎1 < −4 iснує завжди щонайменше один розв’язок Θ0

рiвняння (2.4), але вiн не є обов’язково єдиним [4]. Це вiдбувається оскiльки

знаменник (2.5) на iнтервалi не є додатно визначеною матрицею.



19

За формулою 2𝑎0 =
1

(𝐹−1𝑎, 𝑎)
, маємо 𝑎0 = 0.0003. Тут i в наступних

прикладах ми поклали 𝑓11 = 1, оскiльки значення не впливає на розв’язки

рiвняння та 𝑎1 = −4.01. Обираємо початкову точку {0.5,−0.5}. Рiвняння

має три коренi: Θ0 = 1.72258,Θ0 = 2.7386,Θ0 = 7.31107.

Для кожного кореня вдалось побудувати траєкторiю (див. рис. 2.1) та

знайти керування (див. рис. 2.2).

Рис. 2.1: Траєкторiї для рiзних величин часу руху.

Рис. 2.2: Керування для кожного розв’язку рiвняння.
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Якщо величину 𝑎0 зменшимо в 15.96089 разiв, отримаємо 𝑎0 =

0.000019. Для тiєї ж початкової точки {0.5,−0.5} рiвняння має два коренi:

Θ0 = 2.01005,Θ0 = 38.0898.

Для кожного кореня вдалось побудувати траєкторiю (див. рис. 2.3) та

знайти керування (див. рис. 2.4). Усi розрахунки та побудова траєкторiй

для двовимiрного випадку наведенi у Додатку А.

Рис. 2.3: Траєкторiї для рiзних величин часу руху.

Рис. 2.4: Керування для кожного розв’язку рiвняння.

Множина параметрiв, для яких функцiя керованостi є часом руху iз

деякої точки в початок координат, може бути розширена. На промiжку
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(−9

2
;−4) вдалось побудувати функцiю керованостi та знайти траєкторiї

системи такi, що керування є обмеженим. Було розглянуто випадок, коли

матрицi 𝐹 та 𝐹 1 не є додатно визначеними. Отже, застосовнiсть функцiї

керованостi може бути розширена.

2.1.2. Тривимiрний випадок

Розглянемо розв’язання задачi синтезу.

Система має вигляд ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
�̇�1 = 𝑥2,

�̇�2 = 𝑥3,

�̇�3 = 𝑢.

(2.12)

У цьому випадку

𝐹 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑓11 𝑓12 𝑓13

𝑓12 𝑓22 𝑓23

𝑓13 𝑓23 𝑓33

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝐹 1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
6𝑓11 5𝑓12 4𝑓13

5𝑓12 4𝑓22 3𝑓23

4𝑓13 3𝑓23 2𝑓33

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝐴1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 1 0

0 0 1

𝑎1 𝑎2 𝑎3

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Виписуємо рiвняння 𝐹𝐴1 + 𝐴*
1𝐹 + 𝐹 1 = 0 та складаємо матрицю 𝑚

системи

𝑚 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

6 0 2𝑎1 0 0 0

1 5 𝑎2 0 𝑎1 0

0 1 4 + 𝑎3 0 0 𝑎1

0 1 0 2 𝑎2 0

0 0 1 1 3 + 𝑎3 𝑎2

0 0 0 0 1 1 + 𝑎3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Для iснування нетривiльного розв’язку необхiдно i достатньо, щоб ви-

значник матрицi дорiвнював нулю det 𝑚 = −2𝑎21 − 2𝑎1𝑎2𝑎3 + 10𝑎1𝑎
2
3 +

58𝑎1𝑎3 + 108𝑎1 + 6𝑎22𝑎3 + 18𝑎22 − 42𝑎2𝑎
2
3 − 258𝑎2𝑎3 − 396𝑎2 + 60𝑎33 + 480𝑎23 +
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1140𝑎3 + 720 = 0.

Отримуємо коренi 𝑎1 = 3(𝑎2 − 2𝑎3 − 2) та 𝑎1 = −(𝑎2 − 5𝑎3 − 20)(3 + 𝑎3).
Спочатку розглянемо випадок, коли визначник матрицi F не дорiвнює

нулю. Коефiцiєнти при парних степенях 𝜆 визначника дорiвнюють нулю.

det(𝐴−𝜆𝐸) =

⎛⎜⎜⎜⎝
3− 𝜆 1 0

0 2− 𝜆 1

𝑎1 𝑎2 1 + 𝑎3 − 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎠ = 6+𝑎1−3𝑎2+6𝑎3+(𝑎2−5𝑎3−11)𝜆+(𝑎3+6)𝜆2−𝜆3.

Отже 𝑎1 = 3(10 + 𝑎2) та 𝑎3 = −6.

З того, що похiдна Θ′(𝑡) дорiвнює −1 отримуємо значення параметрiв

матрицi F

𝐹 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
−(10 + 𝑎2)𝑓13 2𝑓13 −

3

5
(10 + 𝑎2)𝑓23 𝑓13

2𝑓13 −
3

5
(10 + 𝑎2)𝑓23 −𝑓13 + (3− 1

5
𝑎2)𝑓23 𝑓23

𝑓13 𝑓23
1

5
𝑓23

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (2.13)

Повернемось до випадку, коли det𝑚 = 0 та покажемо, що визначник

матрицi 𝐹 дорiвнює нулю, а det𝐹 1 змiнює знак.

Розглянемо 𝑎1 = −(𝑎2 − 5𝑎3 − 20)(3 + 𝑎3). Пiсля пiдстановки, система

має розв’язок

𝐹 =

⎛⎜⎜⎜⎝
(𝑎3 + 3)2(5(4 + 𝑎3)− 𝑎2) (3 + 𝑎3)(𝑎2 − 2(4 + 𝑎3)) −3(3 + 𝑎3)

(3 + 𝑎3)(𝑎2 − 2(4 + 𝑎3)) 12− 𝑎2 + 7𝑎3 + 𝑎23 −(1 + 𝑎3)

−3(3 + 𝑎3) −(1 + 𝑎3) 1

⎞⎟⎟⎟⎠ 𝑓33,

(2.14)

Визначник цiєї матрицi дорiвнює нулю. Знайдемо визначник 𝐹 1 та пока-

жемо, що вiн змiнює свiй знак.

А саме det𝐹 1 = −2(𝑎3 + 3)2(𝑎22 − 𝑎2(3𝑎
2
3 + 46𝑎3 + 127) + 15𝑎33 + 238𝑎23+

+1031𝑎3 + 1276)𝑓33. Вiн набуває як вiд’ємних, так додатних i нульових
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значень.

Знайдемо оцiнки на параметри 𝑎𝑖, для яких вiдбувається потрапляння в

нуль. Зводимо систему до рiвняння Ейлера та виписуємо його характери-

стичне рiвняння −𝜆(𝜆− 1)(𝜆− 2)− 𝑎3𝜆(𝜆− 1) + 𝑎2𝜆− 𝑎1 = 0. Розв’язуємо

за умови 𝑎1 = −(𝑎2 − 5𝑎3 − 20)(3 + 𝑎3).

Отримуємо 𝜆1 = −3− 𝑎3 та 𝜆2,3 =
1

2

(︀
3±

√
−11 + 𝑎2 − 5𝑎3

)︀
.

Траєкторiя системи переводить довiльну початкову точку в початок ко-

ординат за умови, що дiйснi частини коренiв характеристичного рiвняння

бiльшi за 3. Звiдси оцiнки 𝑎3 < −6 та 𝑎2 < 11 + 5𝑎3.

Наприклад, оберемо 𝑎2 та 𝑎3 наступним чином 𝑎2 = −49

2
, 𝑎3 = −7.

Покладемо 𝑓33 = 1, тодi 𝑎1 = −38 det𝐹 1 = −8 < 0. Для початкової точки

{−1,−2, 5} розв’язується задача синтезу i траєкторiя системи (див. рис.2.5)

потрапляє в нуль за час Θ0 ≈ 47, 42.

Рис. 2.5: Траєкторiї для 𝑎2 = −49

2
, 𝑎3 = −7.

За параметрiв 𝑎2 = −22, 𝑎3 = −13

2
маємо 𝑎1 =

−133

4
,det𝐹 1 =

343

16
> 0.

Та ж початкова точка потрапляє в нуль за час Θ0 ≈ 68, 41, див. рис.2.7 та

рис.2.8.

Знайдемо значення, для яких det𝐹 1 = 0.
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Рис. 2.6: Керування для 𝑎2 = −49

2
, 𝑎3 = −7.

Рис. 2.7: Траєкторiя, коли 𝑎2 = −22, 𝑎3 = −13

2
.

Розв’язками цього рiвняння є 𝑎2 = 11 + 5𝑎3 та 𝑎2 = 116 + 41𝑎3 + 3𝑎23.

При 𝑎2 = 11 + 5𝑎3 розв’язок характеристичного рiвняння Ейлера має

вигляд 𝜆1,2 = 3, 𝜆3 = −3− 𝑎3 та вiдповiдно оцiнка на параметр 𝑎3 < −6.

У випадку 𝑎2 = 116 + 41𝑎3 + 3𝑎23 рiвняння має такi рiшення 𝜆1 = −3 −

𝑎3, 𝜆2,3 = 3±
√
3
√︁

35 + 12𝑎3 + 𝑎23. Звiдси −7 < 𝑎3 < −6.

Та ж точка при параметрах 𝑎2 = −22, 𝑎3 = −6 потрапляє у нуль за час

Θ0 ≈ 76, 98, див. рис.2.9 та рис.2.10. Причому det𝐹 1 = 0.
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Рис. 2.8: Керування, коли 𝑎2 = −22, 𝑎3 = −13

2
.

Рис. 2.9: Траєкторiя, коли 𝑎2 = −22, 𝑎3 = −6.

Розглянемо 𝑎1 = 3(𝑎2 − 2𝑎3 − 2). Пiдставляємо та розв’язуємо систему

𝐹 =

⎛⎜⎜⎜⎝
(𝑎2 − 2(1 + 𝑎3))

2 (1 + 𝑎3)(𝑎2 − 2(1 + 𝑎3)) −(𝑎2 − 2(1 + 𝑎3))

(1 + 𝑎3)(𝑎2 − 2(1 + 𝑎3)) (1 + 𝑎3)
2 −(1 + 𝑎3)

−(𝑎2 − 2(1 + 𝑎3)) −(1 + 𝑎3) 1

⎞⎟⎟⎟⎠ 𝑓33,

(2.15)

Визначник цiєї матрицi дорiвнює нулю. Визначник матрицi 𝐹 1 також нуль.

Знайдемо оцiнки на параметри 𝑎𝑖, для яких вiдбувається потрапляння



26

Рис. 2.10: Керування, коли 𝑎2 = −22, 𝑎3 = −6.

в нуль. З характеристичного рiвняння для обраного параметра 𝑎1 отриму-

ємо 𝜆1 = 3 та 𝜆2,3 =
1

2

(︂
−𝑎3 ±

√︁
4𝑎2 + 𝑎23 − 8𝑎3 − 8

)︂
. Усi розрахунки та

побудова траєкторiй для тривимiрного випадку наведенi у Додатку Б.

Траєкторiя системи переводить довiльну початкову точку в початок ко-

ординат за умови, що дiйснi частини коренiв характеристичного рiвняння

бiльшi за 2. Звiдси оцiнки 𝑎3 < −6 та 𝑎2 ≤ 11 + 5𝑎3.

Отже, було розглянуто новi випадки, коли det𝐹 = 0. При цьому для рi-

зних значень визначника матрицi 𝐹 1 була побудована функцiя керованостi

та знайдено траєкторiї руху в початок координат. Знайдено значення для

яких знаменник обертається у нуль та показано, що для них також iснує

розв’язок задачi синтезу.



Висновки

У данiй роботi було дослiджено метод функцiї керованостi в задачах

допустимого синтезу для лiнiйних канонiчних систем. Завдяки послаблен-

ню вимог до матриць 𝐹 та 𝐹 1, розглянуто узагальнену задачу побудови

керування, при якому функцiя керованостi вiдповiдає часу руху.

У результатi визначено множину параметрiв для дво- та тривимiрних ка-

нонiчних систем, за яких значення функцiї керованостi дорiвнює часу руху

довiльної точки до початку координат. Наведенi приклади демонструють,

що матриця 𝐹 може не бути додатно визначеною, а визначник 𝐹 1 — змiню-

вати знак або навiть дорiвнювати нулю. Для множини параметрiв, на яких

порушується додатна визначенiсть матрицi 𝐹 , показано, що розв’язок рiв-

няння може бути неєдиним, що призводить до iснування кiлькох можливих

траєкторiй.
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Додаток А

Розрахунки у двовимiрному випадку

У цьому додатку наведено код програми Wolfram Mathematica, який

використовувався для обчислення матриць, розв’язку систем рiвнянь, зна-

ходження коренiв характеристичного многочлена, розв’язку нерiвностей,

побудови траєкторiй та побудови графiкiв керування у двовимiрному ви-

падку. Усi цi розрахунки подано на наступних сторiнках.
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In[105]:= A = {{0, 1}, {a1, a2}};

F = {{f11, f12}, {f12, f22}};

H = -3  2, 0, 0, -1  2;

Fa = F - F.H - H.F

Out[108]= {{4 f11, 3 f12}, {3 f12, 2 f22}}

Simplify[F.A + Transpose[F.A] + Fa]

{{4 f11 + 2 a1 f12, f11 + (3 + a2) f12 + a1 f22},

{f11 + (3 + a2) f12 + a1 f22, 2 (f12 + f22 + a2 f22)}}

In[109]:= m =

2 a1 0
1 3 + a2 a1
0 1 1 + a2

;

Det[m]

Solve[Det[m] ⩵ 0, a1]

Solve[Det[m] ⩵ 0, a2]

Out[110]= 6 - 3 a1 + 8 a2 - a1 a2 + 2 a22

Out[111]= {{a1 → 2 (1 + a2)}}

Out[112]= {a2 → -3}, a2 →
1

2
(-2 + a1)

Solveλ λ - 1 + a2 λ - a1 ⩵ 0 /. a2 →
1

2
-2 + a1, λ

{λ → 2}, λ → -
a1

2


λ1 = 2;

λ2 =
-a1

2
;

k1[t_] = Simplifyc1 Th0 - t^λ1 + c2 Th0 - t^λ2 /. a2 →
1

2
-2 + a1

k2[t_] = Simplify[D[k1[t], t]]

c1 (t - Th0)2 + c2 (-t + Th0)-a1/2

2 c1 (t - Th0) +
1

2
a1 c2 (-t + Th0)-1- a1

2

Togetherc1 t - Th02 + c2 -t + Th0-a1/2


(-t + Th0)-a1/2 c2 + c1 t2 (-t + Th0)a1/2 - 2 c1 t Th0 (-t + Th0)a1/2 + c1 Th02 (-t + Th0)a1/2

Solve[k1[0] == xx10 && k2[0] ⩵ xx20, {c1, c2}]

c1 → -
-a1 xx10 + 2 Th0 xx20

(4 + a1) Th02
, c2 →

2 Th0a1/2 (2 xx10 + Th0 xx20)

4 + a1




up = FullSimplifya1 * k1[t]  Th0 - t^2 +
1

2
-2 + a1 * k2[t]  Th0 - t /.

c1 → -
-a1 xx10 + 2 Th0 xx20

4 + a1 Th02
, c2 →

2 Th0a1/2 2 xx10 + Th0 xx20

4 + a1


1

2 (4 + a1)

4 a1 xx10 - 8 Th0 xx20

Th02
+ a1 (2 + a1) Th0a1/2 (-t + Th0)-2- a1

2 (2 xx10 + Th0 xx20)

Reduce-1 -
a1

2
> 1, a1

a1 < -4

Solve4 f11 + 2 a1 f12 ⩵ 0 && f11 + 3 + a2 f12 + a1 f22 ⩵ 0 && f12 + 1 + a2 f22 ⩵ 0 /.

a2 ->
1

2
-2 + a1, {f12, f22}

FF = F /. f12 → -
2 f11

a1
, f22 →

4 f11

a12


Ff1 = FF /. {f11 → 1}

Det[FF]

Ffa = Ff1 - Ff1.H - H.Ff1

Det[Ffa]

f12 → -
2 f11

a1
, f22 →

4 f11

a12


f11, -
2 f11

a1
, -

2 f11

a1
,
4 f11

a12


1, -
2

a1
, -

2

a1
,

4

a12


0

4, -
6

a1
, -

6

a1
,

8

a12


-
4

a12

a = a1,
1

2
-2 + a1;

y = {x1, x2 * θ};

2     dim2-1.nb



a0 = 1  300;

P = Collect[Simplify[2 * a0 * θ^4 - Ff1.y.y], θ]

x10 = -2;

x20 = -1;

PP = P /. {x1 → x10, x2 → x20} /. f11 → 2

aa = -6;

aa2 = -4;

θ0 = θ /. NSolve[PP ⩵ 0 /. a1 → aa, θ, Reals][[2, 1]];

Print["a1=", aa, " a2=", aa2 /. a1 → aa, " θ0=", θ0];

sol = NDSolvex1'[t] ⩵ x2[t], x2'[t] ⩵
a1 * x1[t]

θ0 - t2
+

1
2
-2 + a1 * x2[t]

θ0 - t
,

x1[0] ⩵ x10, x2[0] ⩵ x20 /. a1 → aa, {x1, x2}, {t, 0, θ0};

Print x1[θ0]^2 + x2[θ0]^2 /. sol;

-x12 +
4 x1 x2 θ

a1
-
4 x22 θ2

a12
+

θ4

150

-4 +
8 θ

a1
-
4 θ2

a12
+

θ4

150

a1=-6 a2=-4 θ0=7.39489

1.44479 × 10-13

Plot[{x1[t], x2[t]} /. sol, {t, 0, θ0}]

Plot
a1 * x1[t]

θ0 - t2
+

1
2
-2 + a1 * x2[t]

θ0 - t
/. a2 → aa2 /. a1 → aa /. sol, {t, 0, θ0}

1 2 3 4 5 6 7

-2.5

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

1 2 3 4 5 6 7

-0.5

0.5

1.0

1.5

dim2-1.nb     3



Plot[up /. {a1 → aa , xx10 → x10, xx20 → x20, Th0 -> θ0} /. sol, {t, 0, θ0}]

1 2 3 4 5 6 7

-0.4

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

ParametricPlot[{x1[t], x2[t]} /. sol, {t, 0, θ0}]

-2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5

-1.0

-0.5

0.5

a0 = 1  40;

P = Collect[Simplify[2 * a0 * θ^4 - Ff1.y.y], θ]

x10 = 1;

x20 = -0.5;

PP = P /. {x1 → x10, x2 → x20} /. f11 → 2

aa = -8;

aa2 = -5;

θ0 = θ /. NSolve[PP ⩵ 0 /. a1 → aa, θ, Reals][[2, 1]];

Print["a1=", aa, " a2=", aa2 /. a1 → aa, " θ0=", θ0];

sol =

NDSolvex1'[t] ⩵ x2[t], x2'[t] ⩵
a1 * x1[t]

θ0 - t2
+

1
2
-2 + a1 * x2[t]

θ0 - t
, x1[0] ⩵ x10,

x2[0] ⩵ x20 /. a2 → aa2 /. a1 → aa, {x1, x2}, {t, 0, θ0};

Print x1[θ0]^2 + x2[θ0]^2 /. sol;

-x12 +
4 x1 x2 θ

a1
-
4 x22 θ2

a12
+

θ4

20

-1 -
2. θ

a1
-
1. θ2

a12
+

θ4

20

a1=-8 a2=-5 θ0=1.85363

{0.000023181}
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Plot[{x1[t], x2[t]} /. sol, {t, 0, θ0}]

Plot
a1 * x1[t]

θ0 - t2
+

1
2
-2 + a1 * x2[t]

θ0 - t
/. a1 → aa /. sol, {t, 0, θ0}

0.5 1.0 1.5

-0.5

0.5

1.0

0.5 1.0 1.5

-2.5

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Plot[up /. {a1 → aa , xx10 → x10, xx20 → x20, Th0 -> θ0} /. sol, {t, 0, θ0}]

0.5 1.0 1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

ParametricPlot[{x1[t], x2[t]} /. sol, {t, 0, θ0}]

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2
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In[224]:= Solveλ λ - 1 + a2 λ - a1 ⩵ 0 /. a2 → -3, λ

Out[224]= λ → 2 - 4 + a1 , λ → 2 + 4 + a1 

In[225]:= Clear[t1, t2]

In[226]:= λ1 = 2 - 4 + a1 ;

λ2 = 2 + 4 + a1 ;

t1[t_] = Simplifyc1 Th0 - t^λ1 + c2 Th0 - t^λ2

t2[t_] = Simplify[D[t1[t], t]]

Out[228]= c1 (-t + Th0)2- 4+a1 + c2 (-t + Th0)2+ 4+a1

Out[229]= -2 - 4 + a1  c1 (-t + Th0)1- 4+a1 - 2 + 4 + a1  c2 (-t + Th0)1+ 4+a1

In[230]:=

In[231]:= Solve[t1[0] == xx10 && t2[0] ⩵ xx20, {c1, c2}]

Out[231]= c1 →

Th0-2+ 4+a1 2 xx10 + 4 + a1 xx10 + Th0 xx20

2 4 + a1
,

c2 →

Th0-2- 4+a1 -2 xx10 + 4 + a1 xx10 - Th0 xx20

2 4 + a1


In[232]:= ReduceRe1 + 4 + a1  >= 1 && Re1 - 4 + a1  >= 1, a1

Out[232]= Re[a1] ≤ -4 && Im[a1] ⩵ 0

In[234]:= Solve

4 f11 + 2 a1 f12 ⩵ 0 && f11 + 3 + a2 f12 + a1 f22 ⩵ 0 && f12 + 1 + a2 f22 ⩵ 0 /. a2 → -3,

{f12, f22}

Out[234]= f12 → -
2 f11

a1
, f22 → -

f11

a1


In[235]:= FF2 = F /. f12 → -
2 f11

a1
, f22 → -

f11

a1


Ff2 = F /. f12 → -
2 f11

a1
, f22 → -

f11

a1
 /. f11 → 1

Det[Ff2]

Out[235]= f11, -
2 f11

a1
, -

2 f11

a1
, -

f11

a1


Out[236]= 1, -
2

a1
, -

2

a1
, -

1

a1


Out[237]= -
4

a12
-

1

a1

In[238]:= Fa2 = Ff2 - Ff2.H - H.Ff2

Out[238]= 4, -
6

a1
, -

6

a1
, -

2

a1




In[239]:= Det[Fa2]

Out[239]= -
36

a12
-

8

a1

In[240]:= Reduce[Det[Fa2] >= 0, a1]

Out[240]= a1 ≤ -
9

2

In[241]:= x = 
x1
x2

;

Simplify[Transpose[x].Fa2.x]

Out[242]= 
4 a1 x12 - 2 x2 (6 x1 + x2)

a1


In[243]:= y = {x1, x2 * θ};

P = Collect[Simplify[2 * a0 * θ^4 - Ff2.y.y], θ]

x10 = -1  3;

x20 = 1;

PP = P /. {x1 → x10, x2 → x20}

aa = -4.5;

NSolve[PP ⩵ 0 /. a1 → aa, θ, Reals]

Out[244]= -x12 +
4 x1 x2 θ

a1
+
x22 θ2

a1
+

(4 + a1) θ4

a12 (3 + a1)

Out[247]= -
1

9
-

4 θ

3 a1
+

θ2

a1
+

(4 + a1) θ4

a12 (3 + a1)

Out[249]= {{θ → -4.25481}, {θ → 2.82337}}

In[251]:= y = {x1, x2 * θ};

P = Collect[Simplify[2 * a0 * θ^4 - Ff2.y.y], θ]

x10 = 1.5;

x20 = -1;

PP = P /. {x1 → x10, x2 → x20}

aa = -5.5;

θ0 = θ /. NSolve[PP ⩵ 0 /. a1 → aa, θ, Reals][[2, 1]];

Print["a1=", aa, " a2=", aa2 /. a1 → aa, " θ0=", θ0];

sol = NDSolvex1'[t] ⩵ x2[t], x2'[t] ⩵
a1 * x1[t]

θ0 - t2
+
-3 * x2[t]

θ0 - t
,

x1[0] ⩵ x10, x2[0] ⩵ x20 /. a1 → aa, {x1, x2}, {t, 0, θ0};

Print x1[θ0]^2 + x2[θ0]^2 /. sol;

Out[252]= -x12 +
4 x1 x2 θ

a1
+
x22 θ2

a1
+

(4 + a1) θ4

a12 (3 + a1)

Out[255]= -2.25 -
6. θ

a1
+

θ2

a1
+

(4 + a1) θ4

a12 (3 + a1)

a1=-5.5 a2=aa2 θ0=2.41589

3.27804 × 10-8
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In[261]:= Plot[{x1[t], x2[t]} /. sol, {t, 0, θ0}]

Out[261]=

0.5 1.0 1.5 2.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

1.5

In[262]:= Plot
a1 * x1[t]

θ0 - t2
+
-3 * x2[t]

θ0 - t
/. a1 → aa /. sol, {t, 0, θ0}

Out[262]=

0.5 1.0 1.5 2.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

1.5

2.0

In[263]:= Plota1 * t1[t]  Th0 - t^2 - 3 * t2[t]  Th0 - t /.

c1 →

Th0-2+ 4+a1 2 xx10 + 4 + a1 xx10 + Th0 xx20

2 4 + a1
,

c2 →

Th0-2- 4+a1 -2 xx10 + 4 + a1 xx10 - Th0 xx20

2 4 + a1
 /. a1 → aa /.

{xx10 → x10, xx20 → x20, Th0 -> θ0} /. sol, {t, 0, θ0}

Out[263]=
0.5 1.0 1.5 2.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

not unique Th
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In[265]:= a0 = Simplify
1

2 Transpose[a].Inverse[Ff2].a
[[1, 1]] /. a1 → -4.01

Out[265]= 0.000307865

In[266]:= a = 
a1
-3

;

a0 = Simplify
1

2 Transpose[a].Inverse[Ff2].a
[[1, 1]]

y = {x1, x2 * θ};

P = Collect[Simplify[2 * a0 * θ^4 - Ff2.y.y], θ]

x10 = 0.5;

x20 = -0.5;

PP = P /. {x1 → x10, x2 → x20}

aa = -4.01;

Out[267]=
4 + a1

2 a12 (3 + a1)

Out[269]= -x12 +
4 x1 x2 θ

a1
+
x22 θ2

a1
+

(4 + a1) θ4

a12 (3 + a1)

Out[272]= -0.25 -
1. θ

a1
+
0.25 θ2

a1
+

(4 + a1) θ4

a12 (3 + a1)

In[274]:= NSolve[PP ⩵ 0 /. a1 → aa, θ, Reals]

Out[274]= {{θ → -11.7723}, {θ → 1.72258}, {θ → 2.7386}, {θ → 7.31107}}

In[276]:=

In[277]:= θ0 = θ /. NSolve[PP ⩵ 0 /. a1 → aa, θ, Reals][[2, 1]];

Print["a1=", aa, " a2=", -3, " θ0=", θ0];

sol1 = NDSolvex1'[t] ⩵ x2[t], x2'[t] ⩵
a1 * x1[t]

θ0 - t2
+
-3 * x2[t]

θ0 - t
,

x1[0] ⩵ x10, x2[0] ⩵ x20 /. a1 → aa, {x1, x2}, {t, 0, θ0};

Print x1[θ0]^2 + x2[θ0]^2 /. sol1

a1=-4.01 a2=-3 θ0=1.72258

6.22305 × 10-8

In[281]:= ps1 = Plot[{x1[t], x2[t]} /. sol1, {t, 0, θ0}]

Out[281]=
0.5 1.0 1.5

-0.4

-0.2

0.2

0.4
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In[282]:= pp1 = ParametricPlot[{x1[t], x2[t]} /. sol1, {t, 0, θ0}, PlotStyle → Red]

Out[282]=

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

In[283]:= pu1 = Plot
a1 * x1[t]

θ0 - t2
+
-3 * x2[t]

θ0 - t
/. a1 → aa /. sol1, {t, 0, θ0}, PlotStyle → Red

Out[283]=

0.5 1.0 1.5

0.20

0.25

0.30

0.35

0.40

0.45

0.50

0.55

In[284]:= θ0 = θ /. NSolve[PP ⩵ 0 /. a1 → aa, θ, Reals][[3, 1]];

Print["a1=", aa, " a2=", -3, " θ0=", θ0];

sol2 = NDSolvex1'[t] ⩵ x2[t], x2'[t] ⩵
a1 * x1[t]

θ0 - t2
+
-3 * x2[t]

θ0 - t
,

x1[0] ⩵ x10, x2[0] ⩵ x20 /. a1 → aa, {x1, x2}, {t, 0, θ0};

Print x1[θ0]^2 + x2[θ0]^2 /. sol2

a1=-4.01 a2=-3 θ0=2.7386

1.28928 × 10-7

In[288]:= ps2 = Plot[{x1[t], x2[t]} /. sol2, {t, 0, θ0}]

Out[288]=
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

-0.4

-0.2

0.2

0.4
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In[289]:= pp2 = ParametricPlot[{x1[t], x2[t]} /. sol2, {t, 0, θ0}, PlotStyle → Green]

Out[289]=

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

In[290]:= pu2 = Plot
a1 * x1[t]

θ0 - t2
+
-3 * x2[t]

θ0 - t
/. a1 → aa /. sol2, {t, 0, θ0}, PlotStyle → Green

Out[290]=

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

-0.1

0.1

0.2

0.3

In[291]:= θ0 = θ /. NSolve[PP ⩵ 0 /. a1 → aa, θ, Reals][[4, 1]];

Print["a1=", aa, " a2=", -3, " θ0=", θ0];

sol3 = NDSolvex1'[t] ⩵ x2[t], x2'[t] ⩵
a1 * x1[t]

θ0 - t2
+
-3 * x2[t]

θ0 - t
,

x1[0] ⩵ x10, x2[0] ⩵ x20 /. a1 → aa, {x1, x2}, {t, 0, θ0};

Print x1[θ0]^2 + x2[θ0]^2 /. sol3

a1=-4.01 a2=-3 θ0=7.31107

7.9689 × 10-8

In[295]:= ps3 = Plot[{x1[t], x2[t]} /. sol3, {t, 0, θ0}]

Out[295]=
1 2 3 4 5 6 7

-0.4

-0.2

0.2

0.4
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In[296]:= pp3 = ParametricPlot[{x1[t], x2[t]} /. sol3, {t, 0, θ0}]

Out[296]=

-0.2 0.2 0.4

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0.1

In[297]:= pu3 = Plot
a1 * x1[t]

θ0 - t2
+
-3 * x2[t]

θ0 - t
/. a1 → aa /. sol3, {t, 0, θ0}

Out[297]= 1 2 3 4 5 6 7

-0.2

-0.1

0.1

In[298]:= Show[pp3, pp2, pp1]

Out[298]=

-0.2 0.2 0.4

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0.1
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In[299]:= Show[pu3, pu2, pu1, PlotRange → {{0, 7.4}, {-0.25, 0.52}}]

Out[299]=

1 2 3 4 5 6 7

-0.2

0.2

0.4

In[301]:= a = 
a1
-3

;

a0 = Simplify
1

2 Transpose[a].Inverse[Ff2].a
[[1, 1]]

y = {x1, x2 * θ};

P = CollectSimplify2 *
a0

15.9608938350297385
* θ^4 - Ff2.y.y, θ

x10 = 0.5;

x20 = -0.5;

PP = P /. {x1 → x10, x2 → x20}

aa = -4.01;

Out[302]=
4 + a1

2 a12 (3 + a1)

Out[304]= -x12 +
4 x1 x2 θ

a1
+
x22 θ2

a1
+
0.062653132734037560 (4 + a1) θ4

a12 (3 + a1)

Out[307]= -0.25 -
1. θ

a1
+
0.25 θ2

a1
+
0.062653132734037560 (4 + a1) θ4

a12 (3 + a1)

In[309]:= a0 /. a1 → aa

Out[309]= 0.000307865

In[310]:=
a0

15.9608938350297385
/. a1 → aa

Out[310]= 0.0000192887

In[311]:= NSolve[PP ⩵ 0 /. a1 → aa, θ, Reals]

Out[311]= {{θ → -42.1099}, {θ → 2.01005}, {θ → 2.01005}, {θ → 38.0898}}

In[312]:= θ0 = θ /. NSolve[PP ⩵ 0 /. a1 → aa, θ, Reals][[2, 1]];

Print["a1=", aa, " a2=", -3, " θ0=", θ0];

sol21 = NDSolvex1'[t] ⩵ x2[t], x2'[t] ⩵
a1 * x1[t]

θ0 - t2
+
-3 * x2[t]

θ0 - t
,

x1[0] ⩵ x10, x2[0] ⩵ x20 /. a1 → aa, {x1, x2}, {t, 0, θ0};

Print x1[θ0]^2 + x2[θ0]^2 /. sol21
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a1=-4.01 a2=-3 θ0=2.01005

1.03782 × 10-7

In[316]:= ps21 = Plot[{x1[t], x2[t]} /. sol21, {t, 0, θ0}]

Out[316]=
0.5 1.0 1.5 2.0

-0.4

-0.2

0.2

0.4

In[317]:= pp21 = ParametricPlot[{x1[t], x2[t]} /. sol21, {t, 0, θ0}]

Out[317]=

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

In[318]:= pu21 = Plot
a1 * x1[t]

θ0 - t2
+
-3 * x2[t]

θ0 - t
/. a1 → aa /. sol21, {t, 0, θ0}

Out[318]=

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

0.246

0.247

0.248

0.249

0.250
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In[319]:= θ0 = θ /. NSolve[PP ⩵ 0 /. a1 → aa, θ, Reals][[4, 1]];

Print["a1=", aa, " a2=", -3, " θ0=", θ0];

sol22 = NDSolvex1'[t] ⩵ x2[t], x2'[t] ⩵
a1 * x1[t]

θ0 - t2
+
-3 * x2[t]

θ0 - t
,

x1[0] ⩵ x10, x2[0] ⩵ x20 /. a1 → aa, {x1, x2}, {t, 0, θ0};

Print x1[θ0]^2 + x2[θ0]^2 /. sol22

a1=-4.01 a2=-3 θ0=38.0898

1.21734 × 10-7

In[323]:= ps22 = Plot[{x1[t], x2[t]} /. sol22, {t, 0, θ0}, PlotStyle → Red]

Out[323]=

5 10 15 20 25 30 35

-3

-2

-1

In[324]:= pp22 = ParametricPlot[{x1[t], x2[t]} /. sol22,

{t, 0, θ0}, PlotStyle → Red, PlotRange → {{-3.5, 1.5}, {-1, 1}}]

Out[324]=
-3 -2 -1 1

-1.0

-0.5

0.5

1.0

In[325]:= pu22 = Plot
a1 * x1[t]

θ0 - t2
+
-3 * x2[t]

θ0 - t
/. a1 → aa /. sol22, {t, 0, θ0}, PlotStyle → Red

Out[325]=
5 10 15 20 25 30 35

-0.06

-0.04

-0.02

0.02

0.04
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In[326]:= Show[pp22, pp21]

Out[326]=
-3 -2 -1 1

-1.0

-0.5

0.5

1.0

In[327]:= Show[pu22, pu21, PlotRange → {{0, θ0}, {-0.1, 0.3}}]

Out[327]=

5 10 15 20 25 30 35

-0.1

0.1

0.2

0.3

dim2-2 - Kopie.nb     11



окремий випадок а1 = -4

Solveλ λ - 1 + a2 λ - a1 ⩵ 0 /. a2 →
1

2
-2 + a1 /. a1 → -4, λ

{{λ → 2}, {λ → 2}}

tkr1[t_] = Simplifyc1 Th0 - t^2 + c2 Log[Th0 - t] Th0 - t^2

tkr2[t_] = Simplify[D[tkr1[t], t]]

(t - Th0)2 (c1 + c2 Log[-t + Th0])

(t - Th0) (2 c1 + c2 + 2 c2 Log[-t + Th0])

FullSimplifya1 * tkr1[t]  Th0 - t^2 +
1

2
-2 + a1 * tkr2[t]  Th0 - t /. a1 → -4

2 c1 + 3 c2 + 2 c2 Log[-t + Th0]



Додаток Б

Розрахунки у тривимiрному випадку

У цьому додатку наведено код програми Wolfram Mathematica, який

використовувався для обчислення матриць, розв’язку систем рiвнянь, зна-

ходження коренiв характеристичного многочлена, розв’язку нерiвностей,

побудови траєкторiй та побудови графiкiв керування у тривимiрному ви-

падку. Усi цi розрахунки подано на наступних сторiнках.
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In[2248]:= Clear[a1, a2, a3]

In[2249]:= F = {{f11, f12, f13}, {f12, f22, f23}, {f13, f23, f33}};

A = {{0, 1, 0}, {0, 0, 1}, {a1, a2, a3 }};

A1 = {{0, 1, 0}, {0, 0, 1}, {a1, a2, a3 }};

H = -5  2, 0, 0, 0, -3  2, 0, 0, 0, -1  2;

Fa = F - F.H - H.F

Out[2253]= {{6 f11, 5 f12, 4 f13}, {5 f12, 4 f22, 3 f23}, {4 f13, 3 f23, 2 f33}}

In[2254]:= Simplify[F.A1 + Transpose[F.A1] + Fa]

Out[2254]= {{6 f11 + 2 a1 f13, f11 + 5 f12 + a2 f13 + a1 f23, f12 + (4 + a3) f13 + a1 f33},

{f11 + 5 f12 + a2 f13 + a1 f23, 2 (f12 + 2 f22 + a2 f23), f13 + f22 + 3 f23 + a3 f23 + a2 f33},

{f12 + (4 + a3) f13 + a1 f33, f13 + f22 + 3 f23 + a3 f23 + a2 f33, 2 (f23 + f33 + a3 f33)}}

In[2255]:= m =

6 0 2 a1 0 0 0
1 5 a2 0 a1 0
0 1 4 + a3 0 0 a1
0 1 0 2 a2 0
0 0 1 1 3 + a3 a2
0 0 0 0 1 1 + a3

;

In[2256]:= Det[m]

Out[2256]= 720 + 108 a1 - 2 a12 - 396 a2 + 18 a22 + 1140 a3 + 58 a1 a3 -

258 a2 a3 - 2 a1 a2 a3 + 6 a22 a3 + 480 a32 + 10 a1 a32 - 42 a2 a32 + 60 a33

In[2257]:= Solve[Det[m] ⩵ 0, a1]

Out[2257]= {{a1 → 3 (-2 + a2 - 2 a3)}, {a1 → -(-20 + a2 - 5 a3) (3 + a3)}}

In[2258]:= Solve3 -2 + a2 - 2 a3 == --20 + a2 - 5 a3 3 + a3, {a3}

Out[2258]= {a3 → -6}, a3 →
1

5
(-11 + a2)

In[2259]:= SimplifySolve

6 f11 + 2 a1 f13 ⩵ 0, f11 + 5 f12 + a2 f13 + a1 f23 ⩵ 0, f12 + 4 + a3 f13 + a1 f33 ⩵ 0,

f12 + 2 f22 + a2 f23 ⩵ 0 , f13 + f22 + 3 f23 + a3 f23 + a2 f33 ⩵ 0,

f23 + f33 + a3 f33 ⩵ 0 /. a1 → 3 -2 + a2 - 2 a3 /.

a3 →
1

5
-11 + a2, {f11, f12, f13, f22, f23}

Out[2259]= f11 →
9

25
(4 + a2)2 f33, f12 →

3

25
-24 - 2 a2 + a22 f33,

f13 → -
3

5
(4 + a2) f33, f22 →

1

25
(-6 + a2)2 f33, f23 → -

1

5
(-6 + a2) f33



In[2260]:= F /. f11 →
9

25
4 + a22 f33, f12 →

3

25
-24 - 2 a2 + a22 f33,

f13 → -
3

5
4 + a2 f33, f22 →

1

25
-6 + a22 f33, f23 → -

1

5
-6 + a2 f33

Out[2260]= 
9

25
(4 + a2)2 f33,

3

25
-24 - 2 a2 + a22 f33, -

3

5
(4 + a2) f33,


3

25
-24 - 2 a2 + a22 f33,

1

25
(-6 + a2)2 f33, -

1

5
(-6 + a2) f33,

-
3

5
(4 + a2) f33, -

1

5
(-6 + a2) f33, f33

In[2261]:= Det[%]

Out[2261]= 0

Det F ne 0

In[2262]:= Collect[Det[{{3, 1, 0}, {0, 2, 1}, {a1, a2, a3 + 1}} -

{{1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, 0, 1}} λ], λ]

Out[2262]= 6 + a1 - 3 a2 + 6 a3 + (-11 + a2 - 5 a3) λ + (6 + a3) λ2 - λ3

In[2263]:= Solve[6 + a3 ⩵ 0 && 6 + a1 - 3 a2 + 6 a3 ⩵ 0, {a1, a3}]

Out[2263]= {{a1 → 3 (10 + a2), a3 → -6}}

In[2264]:= a1 → 3 -2 + a2 - 2 a3 /. a3 → -6

Out[2264]= a1 → 3 (10 + a2)

из Θ’[t]=-1

In[2265]:= SimplifySolveF.A1 + Transpose[F.A1] + Fa ⩵ 0 /. a1 → 3 -2 + a2 - 2 a3 /. a3 → -6,

{f11, f12, f13, f22, f23, f33}

Out[2265]= f11 → -(10 + a2) f13,

f12 → 2 f13 -
3

5
(10 + a2) f23, f22 → -f13 + 3 f23 -

a2 f23

5
, f33 →

f23

5


In[2266]:= SimplifyDetF /. f11 → -10 + a2 f13,

f12 → 2 f13 -
3

5
10 + a2 f23, f22 → -f13 + 3 f23 -

a2 f23

5
, f33 →

f23

5


Out[2266]=
1

125
(5 f13 - 9 f23) (5 f13 + (10 + a2) f23)2

пример стр 190-191 при {f23→60,f13→120,a2→-30}

In[2267]:= F /. f11 → -10 + a2 f13,

f12 → 2 f13 -
3

5
10 + a2 f23, f22 → -f13 + 3 f23 -

a2 f23

5
, f33 →

f23

5


Out[2267]= (-10 - a2) f13, 2 f13 -
3

5
(10 + a2) f23, f13,

2 f13 -
3

5
(10 + a2) f23, -f13 + 3 f23 -

a2 f23

5
, f23, f13, f23,

f23

5
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In[2268]:= F /. f11 → -10 + a2 f13, f12 → 2 f13 -
3

5
10 + a2 f23,

f22 → -f13 + 3 f23 -
a2 f23

5
, f33 →

f23

5
 /. {f23 → 60, f13 → 120, a2 → -30}

Out[2268]= {{2400, 960, 120}, {960, 420, 60}, {120, 60, 12}}

In[2269]:= Det[%]

Out[2269]= 172800

In[2270]:= a1 → 3 -2 + a2 - 2 a3 /. a3 → -6 /. a2 → -25

Out[2270]= a1 → -45

In[2271]:= F /. f11 → -10 + a2 f13, f12 → 2 f13 -
3

5
10 + a2 f23,

f22 → -f13 + 3 f23 -
a2 f23

5
, f33 →

f23

5
 /. {a2 → -25}

Out[2271]= {15 f13, 2 f13 + 9 f23, f13}, {2 f13 + 9 f23, -f13 + 8 f23, f23}, f13, f23,
f23

5


In[2272]:= Det[%]

Out[2272]= f133 -
39 f132 f23

5
+
99 f13 f232

5
-
81 f233

5

In[2273]:= DetFa /. f11 → -10 + a2 f13, f12 → 2 f13 -
3

5
10 + a2 f23,

f22 → -f13 + 3 f23 -
a2 f23

5
, f33 →

f23

5
 /. {a2 → -25}

Out[2273]= 64 f133 - 456 f132 f23 + 1062 f13 f232 - 810 f233

In[2274]:= 64 f133 - 456 f132 f23 + 1062 f13 f232 - 810 f233 /. {f23 → 60, f13 → 120}

Out[2274]= 432000

Розглянемо {a1→3 (-2+a2-2 a3)},{a1→-(-20+a2-5 a3) (3+a3)} та покажемо що за них det F=0 a 

det Fa змінює знак

det F and det Fa=0

In[2275]:= SimplifySolve

6 f11 + 2 a1 f13 ⩵ 0, f11 + 5 f12 + a2 f13 + a1 f23 ⩵ 0, f12 + 4 + a3 f13 + a1 f33 ⩵ 0,

f12 + 2 f22 + a2 f23 ⩵ 0 , f13 + f22 + 3 f23 + a3 f23 + a2 f33 ⩵ 0,

f23 + f33 + a3 f33 ⩵ 0 /. a1 → 3 -2 + a2 - 2 a3, {f11, f12, f13, f22, f23}

Out[2275]= f11 → (a2 - 2 (1 + a3))2 f33, f12 → (1 + a3) (a2 - 2 (1 + a3)) f33,

f13 → (2 - a2 + 2 a3) f33, f22 → (1 + a3)2 f33, f23 → -(1 + a3) f33
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In[2276]:= FF = SimplifyF /. f11 → a2 - 2 1 + a32 f33, f12 → 1 + a3 a2 - 2 1 + a3 f33,

f13 → 2 - a2 + 2 a3 f33, f22 → 1 + a32 f33, f23 → -1 + a3 f33

Ff =

FF /.

{f33 →

1}

Out[2276]= (a2 - 2 (1 + a3))2 f33, (1 + a3) (a2 - 2 (1 + a3)) f33, (2 - a2 + 2 a3) f33,

(1 + a3) (a2 - 2 (1 + a3)) f33, (1 + a3)2 f33, -(1 + a3) f33,

{(2 - a2 + 2 a3) f33, -(1 + a3) f33, f33}

Out[2277]= (a2 - 2 (1 + a3))2, (1 + a3) (a2 - 2 (1 + a3)), 2 - a2 + 2 a3,

(1 + a3) (a2 - 2 (1 + a3)), (1 + a3)2, -1 - a3, {2 - a2 + 2 a3, -1 - a3, 1}

In[2278]:= Det[FF]

Out[2278]= 0

In[2279]:= Deta2 - 2 1 + a32 f33, 1 + a3 a2 - 2 1 + a3 f33,

1 + a3 a2 - 2 1 + a3 f33, 1 + a32 f33

Out[2279]= 0

In[2280]:= FF /. {f33 → -12, a2 → -30, a3 → -6}

Out[2280]= {{-4800, -1200, -240}, {-1200, -300, -60}, {-240, -60, -12}}

In[2281]:= 3 -2 + a2 - 2 a3 /. {f33 → -12, a2 → -30, a3 → -6}

Out[2281]= -60

In[2282]:= P = Collect2 * a0 * θ - FF. y . y * θ
5
 /. {a1 → aa1, a2 → aa, a3 → aaa, f33 → -14}, θ

NSolve[PP ⩵ 0 /. a2 -> aa /. a3 → aaa, θ, Reals]

Out[2282]= 2016 x12 + 1680 x1 x2 θ + 350 x22 + 336 x1 x3 θ2 + 140 x2 x3 θ3 + 14 x32 θ4 +
θ6

200

Out[2283]= {{θ → -72.6365}, {θ → 68.6268}}
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In[2284]:= aa1 = -60;

aa = -30;

aaa = -6;

a = {a1, a2, a3} /. {a1 → aa1, a2 → aa, a3 → aaa};

Dth = DiagonalMatrixθ-5/2, θ
-3/2, θ

-1/2
;

y = {x1, x2, x3}.Dth;

a0 = 1  5;

P = Collect2 * a0 * θ - FF. y . y * θ
5
 /. {a1 → aa1, a2 → aa, a3 → aaa, f33 → -2}, θ

x10 = -1;

x20 = -2;

x30 = 5;

PP = Collect[P /. {x1 → x10, x2 → x20, x3 → x30}, θ]

θ0 = θ /. NSolve[PP ⩵ 0 /. a2 -> aa /. a3 → aaa, θ, Reals][[2, 1]];

Print["a1=", aa1, ", a2=", aa, ", a3=", aaa];

Print["θ0=", θ0];

sol4 = NDSolvex1'[t] ⩵ x2[t], x2'[t] == x3[t],

x3'[t] == a1 * x1[t]  θ0 - t^3 + a2 * x2[t]  θ0 - t^2 +

a3 * x3[t]  θ0 - t, x1[0] ⩵ x10, x2[0] ⩵ x20, x3[0] ⩵ x30 /.

a2 → aa /. a3 → aaa /. a1 → aa1, {x1, x2, x3}, {t, 0, θ0};

Print x1[θ0]^2 + x2[θ0]^2 + x3[θ0]^2 /. sol4

Out[2291]= 800 x12 + 400 x1 x2 θ + 50 x22 + 80 x1 x3 θ2 + 20 x2 x3 θ3 + 2 x32 θ4 +
2 θ6

5

Out[2295]= 800 + 800 θ - 200 θ2 - 200 θ3 + 50 θ4 +
2 θ6

5

a1=-60, a2=-30, a3=-6

θ0=θ /. {}〚2, 1〛

√x1[θ /. {}〚2, 1〛]2 + x2[θ /. {}〚2, 1〛]2 + x3[θ /. {}〚2, 1〛]2 /.

NDSolvex1′[t] ⩵ x2[t], x2′[t] ⩵ x3[t],

x3′[t] ⩵ -
60 x1[t]

(-t + (θ /. {}〚2, 1〛))3
-

30 x2[t]

(-t + (θ /. {}〚2, 1〛))2
-

6 x3[t]

-t + (θ /. {}〚2, 1〛)
,

x1[0] ⩵ -1, x2[0] ⩵ -2, x3[0] ⩵ 5, {x1, x2, x3}, {t, 0, θ /. {}〚2, 1〛}

In[2301]:= Fa /. f11 → a2 - 2 1 + a32 f33, f12 → 1 + a3 a2 - 2 1 + a3 f33,

f13 → 2 - a2 + 2 a3 f33, f22 → 1 + a32 f33, f23 → -1 + a3 f33

Out[2301]= 6 (a2 - 2 (1 + a3))2 f33, 5 (1 + a3) (a2 - 2 (1 + a3)) f33, 4 (2 - a2 + 2 a3) f33,

5 (1 + a3) (a2 - 2 (1 + a3)) f33, 4 (1 + a3)2 f33, 3 (-1 - a3) f33,

{4 (2 - a2 + 2 a3) f33, 3 (-1 - a3) f33, 2 f33}

In[2302]:=

DetFa /. f11 → a2 - 2 1 + a32 f33, f12 → 1 + a3 a2 - 2 1 + a3 f33,

f13 → 2 - a2 + 2 a3 f33, f22 → 1 + a32 f33, f23 → -1 + a3 f33

Out[2302]= 0
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In[2303]:= Solve-λ λ - 1 λ - 2 - a3 λ λ - 1 + a2 λ - a1 ⩵ 0 /. a1 → 3 -2 + a2 - 2 a3, λ

Out[2303]= {λ → 3}, λ →
1

2
-a3 - -8 + 4 a2 - 8 a3 + a32 , λ →

1

2
-a3 + -8 + 4 a2 - 8 a3 + a32 

In[2304]:= ReduceRe
1

2
-a3 - -8 + 4 a2 - 8 a3 + a32  ≥ 3 &&

Re
1

2
-a3 + -8 + 4 a2 - 8 a3 + a32  ≥ 3 && Im[a2] ⩵ 0 && Im[a3] ⩵ 0, a2

Out[2304]= a3 ≤ -6 && a2 ≤
1

4
8 + 8 a3 - a32 || a3 < -6 &&

1

4
8 + 8 a3 - a32 < a2 ≤ 11 + 5 a3

In[2305]:= a1 → 3 -2 + a2 - 2 a3 && a3 < -4 && a2 < 6 + 4 a3

Out[2305]= a1 → 3 (-2 + a2 - 2 a3) && a3 < -4 && a2 < 6 + 4 a3

In[2306]:= FindInstancea1 == 3 -2 + a2 - 2 a3 && a3 < -4 && a2 < 6 + 4 a3, {a1, a2, a3}

Out[2306]= {{a1 → -30, a2 → -18, a3 → -5}}

In[2307]:= θ0 = θ /. NSolve[PP ⩵ 0 /. a2 -> aa /. a3 → aaa, θ, Reals]

Out[2307]= θ

In[2308]:= aa1 = -30;

aa = -18;

aaa = -5;

a = {a1, a2, a3} /. {a1 → aa1, a2 → aa, a3 → aaa};

Dth = DiagonalMatrixθ-5/2, θ
-3/2, θ

-1/2
;

y = {x1, x2, x3}.Dth;

a0 = 1  5;

P = Collect2 * a0 * θ - Ff. y . y * θ
5
 /. {a1 → aa1, a2 → aa, a3 → aaa}, θ

x10 = -1;

x20 = -2;

x30 = 5;

PP = Collect[P /. {x1 → x10, x2 → x20, x3 → x30}, θ]

θ0 = θ /. NSolve[PP ⩵ 0 /. a2 -> aa /. a3 → aaa, θ, Reals][[4, 1]];

Print["a1=", aa1, ", a2=", aa, ", a3=", aaa];

Print["θ0=", θ0];

sol4 = NDSolvex1'[t] ⩵ x2[t], x2'[t] == x3[t],

x3'[t] == a1 * x1[t]  θ0 - t^3 + a2 * x2[t]  θ0 - t^2 +

a3 * x3[t]  θ0 - t, x1[0] ⩵ x10, x2[0] ⩵ x20, x3[0] ⩵ x30 /.

a2 → aa /. a3 → aaa /. a1 → aa1, {x1, x2, x3}, {t, 0, θ0};

Print x1[θ0]^2 + x2[θ0]^2 + x3[θ0]^2 /. sol4

Out[2315]= -100 x12 - 80 x1 x2 θ + -16 x22 - 20 x1 x3 θ2 - 8 x2 x3 θ3 - x32 θ4 +
2 θ6

5

Out[2319]= -100 - 160 θ + 36 θ2 + 80 θ3 - 25 θ4 +
2 θ6

5

a1=-30, a2=-18, a3=-5

θ0=2.04701

{0.0000401484}
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In[2325]:= Plot[x3[t] /. sol4, {t, 2, θ0}]

Out[2325]=
2.01 2.02 2.03 2.04

-0.6

-0.4

-0.2

0.2

0.4

0.6

In[2326]:= p41 = Plot[x1[t] /. sol4, {t, 0, θ0}, PlotStyle → Green];

p42 = Plot[x2[t] /. sol4, {t, 0, θ0}, PlotStyle → Purple];

p43 = Plot[x3[t] /. sol4, {t, 0, θ0}];

Show[p43, p42, p41, PlotRange → All]

Out[2329]=

0.5 1.0 1.5 2.0

-4

-2

2

4

In[2330]:=

In[2331]:=

случай когда елем Ф меньше нуля

In[2332]:= 3 + a32 -a2 + 5 4 + a3, 3 + a3 a2 - 2 4 + a3, -3 3 + a3,

3 + a3 a2 - 2 4 + a3, 12 - a2 + 7 a3 + a32, -1 - a3, -3 3 + a3, -1 - a3, 1

Out[2332]= (3 + a3)2 (-a2 + 5 (4 + a3)), (3 + a3) (a2 - 2 (4 + a3)), -3 (3 + a3),

(3 + a3) (a2 - 2 (4 + a3)), 12 - a2 + 7 a3 + a32, -1 - a3, {-3 (3 + a3), -1 - a3, 1}

In[2333]:= FindInstance a1 == --20 + a2 - 5 a3 3 + a3 &&

a3 < -5 && a2 < 12 + 5 a3 && -a2 + 5 4 + a3 < 0, {a1, a2, a3}

Out[2333]= {}
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In[2334]:= 3 + a32 -a2 + 5 4 + a3, 3 + a3 a2 - 2 4 + a3, -3 3 + a3,

3 + a3 a2 - 2 4 + a3, 12 - a2 + 7 a3 + a32, -1 - a3,

-3 3 + a3, -1 - a3, 1 /. a1 → -
51

2
, a2 → -

37

2
, a3 → -6

Out[2334]= 
153

2
,
87

2
, 9, 

87

2
,
49

2
, 5, {9, 5, 1}

In[2335]:= Reduce[8 + 2 a3 < a2 < 12 + 5 a3 && a2 < 0 && a3 < 0, {a2}]

Out[2335]= False

In[2336]:=

In[2337]:=

In[2338]:=

In[2339]:= SimplifySolve6 f11 + 2 a1 f13 ⩵ 0, f11 + 5 f12 + a2 f13 + a1 f23 ⩵ 0,

f12 + 4 + a3 f13 + a1 f33 ⩵ 0, f12 + 2 f22 + a2 f23 ⩵ 0 ,

f13 + f22 + 3 f23 + a3 f23 + a2 f33 ⩵ 0, f23 + f33 + a3 f33 ⩵ 0 /.

a1 → --20 + a2 - 5 a3 3 + a3, {f11, f12, f13, f22, f23}

Out[2339]= f11 → (3 + a3)2 (-a2 + 5 (4 + a3)) f33, f12 → (3 + a3) (a2 - 2 (4 + a3)) f33,

f13 → -3 (3 + a3) f33, f22 → 12 - a2 + 7 a3 + a32 f33, f23 → -(1 + a3) f33

In[2340]:= FF1 = Simplify

F /. f11 → 3 + a32 -a2 + 5 4 + a3 f33, f12 → 3 + a3 a2 - 2 4 + a3 f33,

f13 → -3 3 + a3 f33, f22 → 12 - a2 + 7 a3 + a32 f33, f23 → -1 + a3 f33

Ff1 = FF1 /. {f33 → 1}

Out[2340]= (3 + a3)2 (-a2 + 5 (4 + a3)) f33, (3 + a3) (a2 - 2 (4 + a3)) f33, -3 (3 + a3) f33,

(3 + a3) (a2 - 2 (4 + a3)) f33, 12 - a2 + 7 a3 + a32 f33, -(1 + a3) f33,

{-3 (3 + a3) f33, -(1 + a3) f33, f33}

Out[2341]= (3 + a3)2 (-a2 + 5 (4 + a3)), (3 + a3) (a2 - 2 (4 + a3)), -3 (3 + a3),

(3 + a3) (a2 - 2 (4 + a3)), 12 - a2 + 7 a3 + a32, -1 - a3, {-3 (3 + a3), -1 - a3, 1}

In[2342]:= Det[FF1]

Out[2342]= 0

In[2343]:= Solve-λ λ - 1 λ - 2 - a3 λ λ - 1 + a2 λ - a1 ⩵ 0 /. a1 → --20 + a2 - 5 a3 3 + a3 , λ

Out[2343]= λ → 3 - -11 + a2 - 5 a3 , λ → 3 + -11 + a2 - 5 a3 , {λ → -3 - a3}

In[2344]:=

Simplify-λ λ - 1 λ - 2 - a3 λ λ - 1 + a2 λ - a1 ⩵ 0 /. a1 → --20 + a2 - 5 a3 3 + a3

Out[2344]= (3 + a3 + λ) 20 - a2 + 5 a3 - 6 λ + λ2 ⩵ 0

In[2345]:= ReduceRe3 - -11 + a2 - 5 a3  ≥ 3 &&

Re3 + -11 + a2 - 5 a3  ≥ 3 && -3 - a3 ≥ 3 && Im[a2] ⩵ 0 && Im[a3] ⩵ 0, a2

Out[2345]= a3 ≤ -6 && a2 ≤ 11 + 5 a3

In[2346]:= a1 → --20 + a2 - 5 a3 3 + a3 && a3 < -5 && a2 < 12 + 5 a3

Out[2346]= a1 → (3 + a3) (20 - a2 + 5 a3) && a3 < -5 && a2 < 12 + 5 a3
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In[2347]:=

In[2348]:= FF1 /. {f33 → -12, a2 → -30, a3 → -6}

Out[2348]= {{-2160, -936, -108}, {-936, -432, -60}, {-108, -60, -12}}

In[2349]:= NSolve[PP ⩵ 0 /. a2 -> aa /. a3 → aaa, θ, Reals]

Out[2349]= {{θ → -9.10429}, {θ → -0.848407}, {θ → -0.804418}, {θ → 2.04701}}

In[2350]:= aa1 = --20 + a2 - 5 a3 3 + a3 /. a2 → aa /. a3 → aaa;

aa = -30;

aaa = -6;

a = {a1, a2, a3} /. {a1 → aa1, a2 → aa, a3 → aaa};

Dth = DiagonalMatrixθ-5/2, θ
-3/2, θ

-1/2
;

y = {x1, x2, x3}.Dth;

a0 = 1  5;

P =

Collect2 * a0 * θ - FF1 . y . y * θ
5
 /. {a1 → aa1, a2 → aa, a3 → aaa, f33 → -12}, θ

x10 = -1;

x20 = -2;

x30 = 5;

PP = Collect[P /. {x1 → x10, x2 → x20, x3 → x30}, θ]

θ0 = θ /. NSolve[PP ⩵ 0 /. a2 -> aa /. a3 → aaa, θ, Reals][[2, 1]];

Print["a1=", aa1, ", a2=", aa, ", a3=", aaa];

Print["θ0=", θ0];

sol3 = NDSolvex1'[t] ⩵ x2[t], x2'[t] == x3[t],

x3'[t] == a1 * x1[t]  θ0 - t^3 + a2 * x2[t]  θ0 - t^2 +

a3 * x3[t]  θ0 - t, x1[0] ⩵ x10, x2[0] ⩵ x20, x3[0] ⩵ x30 /.

a2 → aa /. a3 → aaa /. a1 → aa1, {x1, x2, x3}, {t, 0, θ0};

Print x1[θ0]^2 + x2[θ0]^2 + x3[θ0]^2 /. sol3

Out[2357]= 2160 x12 + 1872 x1 x2 θ + 432 x22 + 216 x1 x3 θ2 + 120 x2 x3 θ3 + 12 x32 θ4 +
2 θ6

5

Out[2361]= 2160 + 3744 θ + 648 θ2 - 1200 θ3 + 300 θ4 +
2 θ6

5

a1=-26, a2=-30, a3=-6

θ0=θ /. {}〚2, 1〛

√x1[θ /. {}〚2, 1〛]2 + x2[θ /. {}〚2, 1〛]2 + x3[θ /. {}〚2, 1〛]2 /.

NDSolvex1′[t] ⩵ x2[t], x2′[t] ⩵ x3[t],

x3′[t] ⩵ -
26 x1[t]

(-t + (θ /. {}〚2, 1〛))3
-

30 x2[t]

(-t + (θ /. {}〚2, 1〛))2
-

6 x3[t]

-t + (θ /. {}〚2, 1〛)
,

x1[0] ⩵ -1, x2[0] ⩵ -2, x3[0] ⩵ 5, {x1, x2, x3}, {t, 0, θ /. {}〚2, 1〛}

In[2367]:= SimplifyDet3 + a32 -a2 + 5 4 + a3 f33, 3 + a3 a2 - 2 4 + a3 f33,

3 + a3 a2 - 2 4 + a3 f33, 12 - a2 + 7 a3 + a32 f33

Out[2367]= -(-11 + a2 - 5 a3) 12 + 7 a3 + a322 f332
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In[2368]:= Ffa2 = Fa /. f11 → 3 + a32 -a2 + 5 4 + a3 f33, f12 → 3 + a3 a2 - 2 4 + a3 f33,

f13 → -3 3 + a3 f33, f22 → 12 - a2 + 7 a3 + a32 f33, f23 → -1 + a3 f33 /. f33 → 1

Out[2368]= 6 (3 + a3)2 (-a2 + 5 (4 + a3)), 5 (3 + a3) (a2 - 2 (4 + a3)), -12 (3 + a3),

5 (3 + a3) (a2 - 2 (4 + a3)), 4 12 - a2 + 7 a3 + a32, 3 (-1 - a3),

{-12 (3 + a3), 3 (-1 - a3), 2}

In[2369]:= pp = SimplifyDetFa /. f11 → 3 + a32 -a2 + 5 4 + a3 f33,

f12 → 3 + a3 a2 - 2 4 + a3 f33, f13 → -3 3 + a3 f33,

f22 → 12 - a2 + 7 a3 + a32 f33, f23 → -1 + a3 f33 /. f33 → 1

Out[2369]= -2 (3 + a3)2 1276 + a22 + 1031 a3 + 238 a32 + 15 a33 - a2 127 + 46 a3 + 3 a32

In[2370]:= Plot[pp /. a2 → -19, {a3, -10, -2}]

Out[2370]=

-8 -6 -4 -2

-2000

2000

4000

6000

8000

10 000

In[2371]:= ParametricPlot3D

a2, a3,
1

3 + a3 20 - a2 + 5 a3
-7656 + 762 a2 - 6 a22 - 8738 a3 + 530 a2 a3 -

2 a22 a3 - 3490 a32 + 110 a2 a32 - 566 a33 + 6 a2 a33 - 30 a34,

{a2, -30, -19}, a3,
1

5
-11 + a2, -6, AxesLabel → "a2", "a3", "det F1",

PlotRange → {{-30, -19}, {-8, -6}, {-4, 0.5}}

Out[2371]=

det F=0 and det Fa<0
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In[2372]:= FindInstancepp < 0 && a2 < 0 && a2 > -25 &&

a1 == --20 + a2 - 5 a3 3 + a3 && a3 ≤ -6 && a2 ≤ 11 + 5 a3, {a1, a2, a3}

Out[2372]= a1 → -
4851

128
, a2 → -

397

16
, a3 → -

57

8


In[2373]:= θ0 = θ /. NSolve[PP ⩵ 0 /. a2 -> aa /. a3 → aaa, θ, Reals]

Out[2373]= θ

In[2374]:= aa1 = -38;

aa = -
49

2
;

aaa = -7;

a = {a1, a2, a3} /. {a1 → aa1, a2 → aa, a3 → aaa};

Dth = DiagonalMatrixθ-5/2, θ
-3/2, θ

-1/2
;

y = {x1, x2, x3}.Dth;

a0 = 1  200;

P = Collect2 * a0 * θ - Ff1 . y . y * θ
5
 /. {a1 → aa1, a2 → aa, a3 → aaa}, θ

x10 = -1;

x20 = -2;

x30 = 5;

PP = Collect[P /. {x1 → x10, x2 → x20, x3 → x30}, θ]

θ0 = θ /. NSolve[PP ⩵ 0 /. a2 -> aa /. a3 → aaa, θ, Reals][[2, 1]];

Print["a1=", aa1, ", a2=", aa, ", a3=", aaa];

Print["θ0=", θ0];

sol3 = NDSolvex1'[t] ⩵ x2[t], x2'[t] == x3[t],

x3'[t] == a1 * x1[t]  θ0 - t^3 + a2 * x2[t]  θ0 - t^2 +

a3 * x3[t]  θ0 - t, x1[0] ⩵ x10, x2[0] ⩵ x20, x3[0] ⩵ x30 /.

a2 → aa /. a3 → aaa /. a1 → aa1, {x1, x2, x3}, {t, 0, θ0};

Print x1[θ0]^2 + x2[θ0]^2 + x3[θ0]^2 /. sol3

Out[2381]= -152 x12 - 148 x1 x2 θ + -
73 x22

2
- 24 x1 x3 θ2 - 12 x2 x3 θ3 - x32 θ4 +

θ6

100

Out[2385]= -152 - 296 θ - 26 θ2 + 120 θ3 - 25 θ4 +
θ6

100

a1=-38, a2=-
49

2
, a3=-7

θ0=47.4169

4.80054 × 10-8
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In[2391]:= p31 = Plot[x1[t] /. sol3, {t, 0, θ0}, PlotStyle → Green, PlotStyle → Thick];

p32 = Plot[x2[t] /. sol3, {t, 0, θ0}, PlotStyle → Purple, PlotStyle → Thick];

p33 = Plot[x3[t] /. sol3, {t, 0, θ0}, PlotStyle → Thick];

Show[p31, p32, p33, PlotRange → All]

Out[2394]=

10 20 30 40

50

100

150

200

250

In[2395]:= a1 * x1[t]  θ0 - t^3 + a2 * x2[t]  θ0 - t^2 + a3 * x3[t]  θ0 - t /.

a2 → aa /. a3 → aaa /. a1 → aa1 /. sol3 /. t -> θ0 - 0.000001

Out[2395]= {1.1526}

In[2396]:= Plota1 * x1[t]  θ0 - t^3 + a2 * x2[t]  θ0 - t^2 + a3 * x3[t]  θ0 - t /.

a2 → aa /. a3 → aaa /. a1 → aa1 /. sol3, {t, 0, θ0}, PlotStyle → Thick

Out[2396]=

10 20 30 40

-1.0

-0.5

0.5

1.0

In[2397]:= DetFa /. f11 → 3 + a32 -a2 + 5 4 + a3 f33, f12 → 3 + a3 a2 - 2 4 + a3 f33,

f13 → -3 3 + a3 f33, f22 → 12 - a2 + 7 a3 + a32 f33, f23 → -1 + a3 f33 /.

f33 → 1 /. {a1 → aa1, a2 → aa, a3 → aaa}

Out[2397]= -8

det F=0 and det Fa>0

In[2398]:= FindInstanceReduce[pp > 0 && a2 < 0 && a3 < 0, a2] &&

a1 == --20 + a2 - 5 a3 3 + a3 && a3 ≤ -6 && a2 ≤ 11 + 5 a3, {a1, a2, a3}

Out[2398]= a1 → -
133

4
, a2 → -22, a3 → -

13

2
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In[2399]:= Ff1 /. {a1 → aa1, a2 → aa, a3 → aaa} // MatrixForm
Out[2399]//MatrixForm=

152 74 12
74 73

2
6

12 6 1

In[2400]:= Det 52 32
32 20



Out[2400]= 16

In[2401]:= Clear[a1]

In[2402]:= aa1 = -
133

4
;

aa = -22;

aaa = -
13

2
;

a = {a1, a2, a3} /. {a1 → aa1, a2 → aa, a3 → aaa};

Dth = DiagonalMatrixθ-5/2, θ
-3/2, θ

-1/2
;

y = {x1, x2, x3}.Dth;

a0 = 1  400;

P = Collect2 * a0 * θ - Ff1 . y . y * θ
5
 /. {a1 → aa1, a2 → aa, a3 → aaa}, θ

x10 = -1;

x20 = -2;

x30 = 5;

PP = Collect[P /. {x1 → x10, x2 → x20, x3 → x30}, θ]

θ0 = θ /. NSolve[PP ⩵ 0 /. a2 -> aa /. a3 → aaa, θ, Reals][[2, 1]];

Print["a1=", aa1, ", a2=", aa, ", a3=", aaa];

Print["θ0=", θ0];

sol2 = NDSolvex1'[t] ⩵ x2[t], x2'[t] == x3[t],

x3'[t] == a1 * x1[t]  θ0 - t^3 + a2 * x2[t]  θ0 - t^2 +

a3 * x3[t]  θ0 - t, x1[0] ⩵ x10, x2[0] ⩵ x20, x3[0] ⩵ x30 /.

a2 → aa /. a3 → aaa /. a1 → aa1, {x1, x2, x3}, {t, 0, θ0};

Print x1[θ0]^2 + x2[θ0]^2 + x3[θ0]^2 /. sol2

Out[2409]= -
931 x12

8
- 119 x1 x2 θ + -

123 x22

4
- 21 x1 x3 θ2 - 11 x2 x3 θ3 - x32 θ4 +

θ6

200

Out[2413]= -
931

8
- 238 θ - 18 θ2 + 110 θ3 - 25 θ4 +

θ6

200

a1=-
133

4
, a2=-22, a3=-

13

2

θ0=68.4055

2.82352 × 10-8

dim3allF - clear.nb     13



In[2419]:= p21 = Plot[x1[t] /. sol2, {t, 0, θ0}, PlotStyle → Green, PlotStyle → Thick];

p22 = Plot[x2[t] /. sol2, {t, 0, θ0}, PlotStyle → Purple, PlotStyle → Thick];

p23 = Plot[x3[t] /. sol2, {t, 0, θ0}, PlotStyle → Thick];

Show[p23, p22, p21, PlotRange → All]

Out[2422]=

10 20 30 40 50 60

100

200

300

400

500

600

In[2423]:= a1 * x1[t]  θ0 - t^3 + a2 * x2[t]  θ0 - t^2 + a3 * x3[t]  θ0 - t /.

a2 → aa /. a3 → aaa /. a1 → aa1 /. sol2 /. t → 0

Out[2423]= {-0.465601}

In[2424]:= Plota1 * x1[t]  θ0 - t^3 + a2 * x2[t]  θ0 - t^2 + a3 * x3[t]  θ0 - t /.

a2 → aa /. a3 → aaa /. a1 → aa1 /. sol2, {t, 0, θ0}, PlotStyle → Thick

Out[2424]=
10 20 30 40 50 60

-1.0

-0.5

0.5

1.0

In[2425]:= DetFa /. f11 → 3 + a32 -a2 + 5 4 + a3 f33, f12 → 3 + a3 a2 - 2 4 + a3 f33,

f13 → -3 3 + a3 f33, f22 → 12 - a2 + 7 a3 + a32 f33, f23 → -1 + a3 f33 /.

f33 → 1 /. {a1 → aa1, a2 → aa, a3 → aaa}

Out[2425]=
343

16

In[2426]:=

det F and det Fa=0

Смотрим для каких параметров определитель Fa = 0

In[2427]:= Solve-7656 + 762 a2 - 6 a22 - 8738 a3 + 530 a2 a3 -

2 a22 a3 - 3490 a32 + 110 a2 a32 - 566 a33 + 6 a2 a33 - 30 a34 ⩵ 0, a2

Out[2427]= {a2 → 11 + 5 a3}, a2 → 116 + 41 a3 + 3 a32
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In[2428]:= Solve11 + 5 a3 == 116 + 41 a3 + 3 a32, a3

Out[2428]= {{a3 → -7}, {a3 → -5}}

In[2429]:= 11 + 5 a3 /. {{a3 → -7}, {a3 → -5}}

Out[2429]= {-24, -14}

In[2430]:=

In[2431]:= Solve-λ λ - 1 λ - 2 - a3 λ λ - 1 + a2 λ - a1 ⩵ 0 /.

a1 → --20 + a2 - 5 a3 3 + a3 /. a3 -> -7 /. a2 → -24, λ

Out[2431]= {{λ → 3}, {λ → 3}, {λ → 4}}

In[2432]:= Solve-λ λ - 1 λ - 2 - a3 λ λ - 1 + a2 λ - a1 ⩵ 0 /.

a1 → --20 + a2 - 5 a3 3 + a3 /. a3 -> -5 /. a2 → -14, λ

Out[2432]= {{λ → 2}, {λ → 3}, {λ → 3}}

In[2433]:= Solve-λ λ - 1 λ - 2 - a3 λ λ - 1 + a2 λ - a1 ⩵ 0 /.

a1 → --20 + a2 - 5 a3 3 + a3 /. a2 -> 11 + 5 a3, λ

Out[2433]= {{λ → 3}, {λ → 3}, {λ → -3 - a3}}

In[2434]:= Reduce[-3 - a3 ≥ 3, a3]

Out[2434]= a3 ≤ -6

In[2435]:= a1 → --20 + a2 - 5 a3 3 + a3 && a2 -> 11 + 5 a3 && a3 < -5

Out[2435]= a1 → (3 + a3) (20 - a2 + 5 a3) && a2 → 11 + 5 a3 && a3 < -5

In[2436]:= Solve-λ λ - 1 λ - 2 - a3 λ λ - 1 + a2 λ - a1 ⩵ 0 /. a1 → --20 + a2 - 5 a3 3 + a3 /.

a2 -> 116 + 41 a3 + 3 a32, λ

Out[2436]= {λ → -3 - a3}, λ → 3 - 3 35 + 12 a3 + a32 , λ → 3 + 3 35 + 12 a3 + a32 

In[2437]:= ReduceRe3 - 3 35 + 12 a3 + a32  ≥ 3 &&

Re3 + 3 35 + 12 a3 + a32  ≥ 3 && -3 - a3 ≥ 3 && Im[a2] ⩵ 0 && Im[a3] ⩵ 0, a3

Out[2437]= a2 ∈ Reals && -7 ≤ a3 ≤ -6

In[2438]:= a1 → --20 + a2 - 5 a3 3 + a3 && a2 -> 116 + 41 a3 + 3 a32 && -6 -
2

3
< a3 < -5

Out[2438]= a1 → (3 + a3) (20 - a2 + 5 a3) && a2 → 116 + 41 a3 + 3 a32 && -6 -
2

3
< a3 < -5

In[2439]:= FindInstancea1 == --20 + a2 - 5 a3 3 + a3 &&

a2 == 116 + 41 a3 + 3 a32 && -7 ≤ a3 ≤ -6 && a3 == -6, {a1, a2, a3}

Out[2439]= {{a1 → -36, a2 → -22, a3 → -6}}
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In[2547]:= aa1 = -36;

aa = -22;

aaa = -6;

a = {a1, a2, a3} /. {a1 → aa1, a2 → aa, a3 → aaa};

Dth = DiagonalMatrixθ-5/2, θ
-3/2, θ

-1/2
;

y = {x1, x2, x3}.Dth;

a0 = 1  400;

P = Collect2 * a0 * θ - Ff1 . y . y * θ
5
 /. {a1 → aa1, a2 → aa, a3 → aaa}, θ

x10 = -1;

x20 = -2;

x30 = 5;

PP = Collect[P /. {x1 → x10, x2 → x20, x3 → x30}, θ]

NSolve[PP ⩵ 0 /. a2 -> aa /. a3 → aaa, θ, Reals]

θ0 = θ /. NSolve[PP ⩵ 0 /. a2 -> aa /. a3 → aaa, θ, Reals][[2, 1]];

Print["a1=", aa1, ", a2=", aa, ", a3=", aaa];

Print["θ0=", θ0];

sol1 = NDSolvex1'[t] ⩵ x2[t], x2'[t] == x3[t],

x3'[t] == a1 * x1[t]  θ0 - t^3 + a2 * x2[t]  θ0 - t^2 +

a3 * x3[t]  θ0 - t, x1[0] ⩵ x10, x2[0] ⩵ x20, x3[0] ⩵ x30 /.

a2 → aa /. a3 → aaa /. a1 → aa1, {x1, x2, x3}, {t, 0, θ0};

Print x1[θ0]^2 + x2[θ0]^2 + x3[θ0]^2 /. sol

Out[2554]= -108 x12 - 108 x1 x2 θ + -28 x22 - 18 x1 x3 θ2 - 10 x2 x3 θ3 - x32 θ4 +
θ6

200

Out[2558]= -108 - 216 θ - 22 θ2 + 100 θ3 - 25 θ4 +
θ6

200

Out[2559]= {{θ → -72.6365}, {θ → 68.6268}}

a1=-36, a2=-22, a3=-6

θ0=68.6268

1.88442 × 1035
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In[2565]:= p11 = Plot[x1[t] /. sol1, {t, 0, θ0}, PlotStyle → Green, PlotStyle → Thick];

p12 = Plot[x2[t] /. sol1, {t, 0, θ0}, PlotStyle → Purple, PlotStyle → Thick];

p13 = Plot[x3[t] /. sol1, {t, 0, θ0} , PlotStyle → Thick];

Show[p13, p12, p11, PlotRange → All]

Out[2568]=

10 20 30 40 50 60 70

100

200

300

400

500

600

In[2461]:= a1 * x1[t]  θ0 - t^3 + a2 * x2[t]  θ0 - t^2 + a3 * x3[t]  θ0 - t /.

a2 → aa /. a3 → aaa /. a1 → aa1 /. sol1 /. t -> θ0 - 0.00001

Out[2461]= {0.358676}

In[2462]:= Plota1 * x1[t]  θ0 - t^3 + a2 * x2[t]  θ0 - t^2 + a3 * x3[t]  θ0 - t /.

a2 → aa /. a3 → aaa /. a1 → aa1 /. sol1, {t, 0, θ0} , PlotStyle → Thick

Out[2462]=

10 20 30 40 50 60 70

-0.6

-0.4

-0.2

0.2

In[2463]:= DetFa /. f11 → 3 + a32 -a2 + 5 4 + a3 f33, f12 → 3 + a3 a2 - 2 4 + a3 f33,

f13 → -3 3 + a3 f33, f22 → 12 - a2 + 7 a3 + a32 f33, f23 → -1 + a3 f33 /.

f33 → 1 /. {a1 → aa1, a2 → aa, a3 → aaa}

Out[2463]= 0

In[2464]:=

Раніше мали

In[2473]:= a1 < -
75

2
&& a3 -> -6

Out[2473]= a1 < -
75

2
&& a3 → -6
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In[2474]:=

In[2475]:= Clear[a1, aa]

In[2569]:= a1 = --20 + a2 - 5 a3 3 + a3;

a = {a1, a2, a3};

Dth = DiagonalMatrixθ-5/2, θ
-3/2, θ

-1/2
;

y = {x1, x2, x3}.Dth;

a0 = 1  5;

P = Collect2 * a0 * θ - Ff . y . y * θ
5
, θ

x10 = -0.5;

x20 = -0.5;

x30 = 0.5;

PP = Collect[P /. {x1 → x10, x2 → x20, x3 → x30}, θ]

Out[2574]= -(a2 - 2 (1 + a3))2 x12 - 2 (1 + a3) (a2 - 2 (1 + a3)) x1 x2 θ +

-(1 + a3)2 x22 - 2 (2 - a2 + 2 a3) x1 x3 θ2 - 2 (-1 - a3) x2 x3 θ3 - x32 θ4 +
2 θ6

5

Out[2578]= -0.25 (a2 - 2 (1 + a3))2 - 0.5 (1 + a3) (a2 - 2 (1 + a3)) θ +

-0.25 (1 + a3)2 + 0.5 (2 - a2 + 2 a3) θ2 + 0.5 (-1 - a3) θ3 - 0.25 θ4 +
2 θ6

5

In[2492]:= a1 → --20 + a2 - 5 a3 3 + a3 /. a2 -> 11 + 5 a3 && a3 < -5

Out[2492]= (3 + a3) (20 + 5 a3 - (11 + 5 a3 && a3 < -5)) → (3 + a3) (20 + 5 a3 - (11 + 5 a3 && a3 < -5))

In[2494]:= aa = -16;

aaa = -
42

23
;

θ0 = θ /. NSolve[PP ⩵ 0 /. a2 -> aa /. a3 → aaa, θ, Reals][[2, 1]];

Print["a1=", a1 /. a2 -> aa /. a3 → aaa,

", a2=", aa /. a3 → aaa, ", a3=", a3 /. a3 → aaa];

Print["θ0=", θ0];

sol = NDSolvex1'[t] ⩵ x2[t], x2'[t] == x3[t],

x3'[t] == a1 * x1[t]  θ0 - t^3 + a2 * x2[t]  θ0 - t^2 +

a3 * x3[t]  θ0 - t, x1[0] ⩵ x10, x2[0] ⩵ x20, x3[0] ⩵ x30 /.

a2 -> aa /. a3 → aaa, {x1, x2, x3}, {t, 0, θ0};

Print x1[θ0]^2 + x2[θ0]^2 + x3[θ0]^2 /. sol

a1=
16686

529
, a2=-16, a3=-

42

23

θ0=2.09792

7.10763 × 1030

In[2501]:= a1 → --20 + a2 - 5 a3 3 + a3 && a2 -> 116 + 41 a3 + 3 a32 && -6 -
2

3
< a3 < -5

Out[2501]= (3 + a3) (20 - a2 + 5 a3) →

(3 + a3) (20 - a2 + 5 a3) && a2 → 116 + 41 a3 + 3 a32 && -6 -
2

3
< a3 < -5
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In[2502]:= aa = 116 + 41 a3 + 3 a32

aaa = -5.5;

θ0 = θ /. NSolve[PP ⩵ 0 /. a2 -> aa /. a3 → aaa, θ, Reals][[2, 1]];

Print["a1=", a1 /. a2 → aa /. a3 → aaa,

", a2=", aa /. a3 → aaa, ", a3=", a3 /. a3 → aaa];

Print["θ0=", θ0];

sol = NDSolvex1'[t] ⩵ x2[t], x2'[t] == x3[t],

x3'[t] == a1 * x1[t]  θ0 - t^3 + a2 * x2[t]  θ0 - t^2 +

a3 * x3[t]  θ0 - t, x1[0] ⩵ x10, x2[0] ⩵ x20, x3[0] ⩵ x30 /.

a2 → aa /. a3 → aaa, {x1, x2, x3}, {t, 0, θ0};

Print x1[θ0]^2 + x2[θ0]^2 + x3[θ0]^2 /. sol

Out[2502]= 116 + 41 a3 + 3 a32

a1=-28.125, a2=-18.75, a3=-5.5

θ0=2.27083

1.76413 × 10-6

In[2509]:= p1 = Plot[x1[t] /. sol, {t, 0, θ0}, PlotStyle → Green];

p2 = Plot[x2[t] /. sol, {t, 0, θ0}, PlotStyle → Purple];

p3 = Plot[x3[t] /. sol, {t, 0, θ0}];

Show[p3, p2, p1]

Out[2512]= 0.5 1.0 1.5 2.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0
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In[2513]:= {ParametricPlot[{x1[t], x2[t]} /. sol, {t, 0, θ0}],

ParametricPlot[{x1[t], x3[t]} /. sol, {t, 0, θ0}],

ParametricPlot[{x2[t], x3[t]} /. sol, {t, 0, θ0}]}

Out[2513]= 

-0.6-0.5-0.4-0.3-0.2-0.1

-0.4

-0.2

0.2

0.4

0.6

, -0.6-0.5-0.4-0.3-0.2

-1.0

-0.5

0.5

1.0

, -0.4-0.2 0.2 0.4 0.6

-1.0

-0.5

0.5

1.0



In[2514]:= "a1="-57", a2="-29", a3="-4.7`

"a1="-48", a2="-26", a3="-4.8`

Out[2514]= a1=-57, a2=-29, a3=-4.7

Out[2515]= a1=-48, a2=-26, a3=-4.8

In[2516]:= "a1="-93", a2="-41", a3="-10

Out[2516]= a1=-93, a2=-41, a3=-10

In[2517]:=

In[2518]:=

In[2519]:=

In[2580]:= nn = Collect-λ λ - 1 λ - 2 - a3 λ λ - 1 + a2 λ - a1 , λ

λ1 = λ /. FullSimplify[Solve[nn ⩵ 0., λ][[1, 1]]]

λ2 = λ /. Solve[nn ⩵ 0., λ][[2, 1]]

λ3 = λ /. Solve[nn ⩵ 0., λ][[3, 1]]

Out[2580]= -(3 + a3) (20 - a2 + 5 a3) + (-2 + a2 + a3) λ + (3 - a3) λ2 - λ3

Out[2581]= 3. - 1. -11. + a2 - 5. a3

Out[2582]= 3. + -11. + a2 - 5. a3

Out[2583]= -3. - 1. a3

In[2584]:= ReduceRe0.5 -1 a3 - -8 + 4 a2 - 8 a3 + a32  > 2 &&

Re0.5 -1 a3 + 1 -8 + 4 a2 - 8 a3 + a32  > 2 && Im[a2] ⩵ 0 && Im[a3] ⩵ 0, {a2, a3}

Out[2584]= a2 < -10. && 4. - 2. 6. - 1. a2 ≤ a3 < -4. || 0.25 (-6. + a2) < a3 < 4. - 2. 6. - 1. a2 

In[2525]:= Reduce-8 + 4 a2 - 8 a3 + a32 > 0 && a2 < 0 && a3 < 0, {a3}

Out[2525]= a2 < 0 && a3 < 4 - 2 6 - a2
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In[2526]:=

In[2585]:= f1[t_] = Simplifyc1 θ0 - t^λ11 +

θ0 - t^λ21  c2 * Cos[Log[θ0 - t] λ22] + c3 * Sin[Log[θ0 - t] λ22] 

f2[t_] = Simplify[D[f1[t], t]]

f3[t_] = Simplify[D[f1[t], {t, 2}]]

Out[2585]= c1 (68.6268 - t)λ11 +

(68.6268 - t)λ21 (c2 Cos[λ22 Log[68.6268 - 1. t]] + c3 Sin[λ22 Log[68.6268 - 1. t]])

Out[2586]=
1

-68.6268 + 1. t
1. c1 (68.6268 - t)λ11 λ11 +

(68.6268 - t)λ21 (1. c2 λ21 + 1. c3 λ22) Cos[λ22 Log[68.6268 - 1. t]] +

(68.6268 - t)λ21 (1. c3 λ21 - 1. c2 λ22) Sin[λ22 Log[68.6268 - 1. t]]

Out[2587]=
1

(68.6268 - 1. t)2
c1 (68.6268 - t)λ11 λ11 (-1. + 1. λ11) +

(68.6268 - t)λ21 c3 (-1. + 2. λ21) λ22 + c2 -1. λ21 + 1. λ212 - 1. λ222

Cos[λ22 Log[68.6268 - 1. t]] + (68.6268 - t)λ21

c2 (1. - 2. λ21) λ22 + c3 -1. λ21 + 1. λ212 - 1. λ222 Sin[λ22 Log[68.6268 - 1. t]]
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pl1 = Plot[{x1[t], x2[t], x3[t]} /. sol1, {t, 0, θ0}, PlotStyle → Green]
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u31 = Plot
3 -2 + a2 - 2 a3 * x1[t]

θ0 - t^3
+

a2 * x2[t]

θ0 - t^2
+
a3 * x3[t]

θ0 - t
/. sol1 /.

{a1 → aa1, a2 → aa2, a3 → aa3}, {t, 0, θ0}
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θ0 = θ /. NSolve[PP ⩵ 0 /. {a1 → aa1, a2 → aa2, a3 → aa3}, θ, Reals][[3, 1]];

Print["a1=", aa1, ", a2=", aa2, ", a3=", aa3];

Print["θ0=", θ0];

sol2 = NDSolvex1'[t] ⩵ x2[t], x2'[t] == x3[t],

x3'[t] == a1 * x1[t]  θ0 - t^3 + a2 * x2[t]  θ0 - t^2 +

a3 * x3[t]  θ0 - t, x1[0] ⩵ x10, x2[0] ⩵ x20, x3[0] ⩵ x30 /.

{a1 → aa1, a2 → aa2, a3 → aa3}, {x1, x2, x3}, {t, 0, θ0};

Print x1[θ0]^2 + x2[θ0]^2 + x3[θ0]^2 /. sol2

a1=-38, a2=-
49

2
, a3=-7

θ0=0.96989

9.30045 × 10-8



pl2 = Plot[{x1[t], x2[t], x3[t]} /. sol2, {t, 0, θ0}]
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u32 = Plot
3 -2 + a2 - 2 a3 * x1[t]

θ0 - t^3
+

a2 * x2[t]

θ0 - t^2
+
a3 * x3[t]

θ0 - t
/. sol2 /.

{a1 → aa1, a2 → aa2, a3 → aa3}, {t, 0, θ0}
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θ0 = θ /. NSolve[PP ⩵ 0 /. {a1 → aa1, a2 → aa2, a3 → aa3}, θ, Reals][[4, 1]];

Print["θ0=", θ0];

sol3 = NDSolvex1'[t] ⩵ x2[t], x2'[t] == x3[t],

x3'[t] == a1 * x1[t]  θ0 - t^3 + a2 * x2[t]  θ0 - t^2 +

a3 * x3[t]  θ0 - t, x1[0] ⩵ x10, x2[0] ⩵ x20, x3[0] ⩵ x30 /.

{a1 → aa1, a2 → aa2, a3 → aa3}, {x1, x2, x3}, {t, 0, θ0};

Print x1[θ0]^2 + x2[θ0]^2 + x3[θ0]^2 /. sol3

θ0=3.82929

8.80786 × 10-7
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pl3 = Plot[{x1[t], x2[t], x3[t]} /. sol3, {t, 0, θ0}, PlotStyle → Red]
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u32 = Plot
3 -2 + a2 - 2 a3 * x1[t]

θ0 - t^3
+

a2 * x2[t]

θ0 - t^2
+
a3 * x3[t]

θ0 - t
/. sol3 /.

{a1 → aa1, a2 → aa2, a3 → aa3}, {t, 0, θ0}
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Show[pl3, pl2, pl1, PlotRange → {{0, 3.85}, {-1.2, 2}}]
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